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研究成果の概要（和文）： ある地点における 1 時間毎の風向を記録したデータや、渡り鳥の

移動方向を一定時間おきに記録したデータは、個々の観測が円周上の点として表されることか

ら、円周上に値をとる時系列データとみなすことができる。本研究では、Kato (2009) による

円周上のマルコフ過程の拡張として、誤差項に非対称分布を仮定した円周上の自己回帰過程を

提案し、その統計的性質の考察を行った。また、提案したモデルの応用を議論した。 

 
研究成果の概要（英文）： Time series of circular data arise in a number of scientific 
fields. For example, a series of wind directions measured hourly at a weather station 
can be considered an example of time series of circular data. Another example is a time 
series of directions of movements of migratory birds observed in biology. In our study 
we have proposed a circular autoregressive process with asymmetric angular errors and 
investigated some properties of the proposed process. An application of the proposed model 
has been briefly discussed. 
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１．研究開始当初の背景 
 

様々な科学分野において、観測値が角度と

して表されるデータが存在する。例えば、気

象学における風向データはその一例である。

風向は、北を 0 度とし、時計回りを正の向き

とすれば、東を 90 度、南を 180 度、西を 270 

度のように角度で表すことができる。つまり、

任意の風向は 0 度から 360 度までの角度θ、

もしくは円周上の点（cosθ, sinθ）として

表現できる。他には、生物学における渡り鳥

の移動方向のデータも同様に円周上のデータ



と解釈することができる。その他、医学や生

命情報学の分野においても、円周上の点から

なる集合として表されるデータが存在し、そ

の具体的なデータは例えば Mardia and Jupp 

(2000) などに見ることができる。 

また、円周上に値をとる時系列データも

様々な分野において観測される。例えば、あ

る地点における1 時間毎の風向を記録したデ

ータや、渡り鳥の移動方向を一定時間おきに

記録したデータは、個々の観測が円周上の点

として表されることから、円周上に値をとる

時系列データとみなすことができる。このよ

うな時系列データを解析するために有用な時

系列モデルはどのように定義できるか、また、

そのモデルの性質・統計的推測がどの程度議

論できるか、という問題が円周上の時系列デ

ータの解析における１つの問題である。 

過去には、Breckling (1989)、Fisher and 

Lee (1994)、Holzmann et al. (2006) らによ

って、円周上に値をとる時系列モデルが提案

された。Breckling (1989) は、２つの確率過

程、つまり von Mises 過程と wrapped 自己回

帰過程、を提案した。また、Fisher and Lee 

(1994) は、自身の提案したモデルをオースト

ラリア首都特別地域の Black Mountain にお

ける風向の時系列データへと応用した。

Holzmann et al. (2006) は円周上の時系列デ

ータのための隠れマルコフモデルを提案した。

また、Kato (2009)は円周上に値をとるマルコ

フ過程を提案した。 
 
 
２．研究の目的 
 
「１．研究開始当初の背景」で述べたよう

に、過去にはいくつかの円周上の時系列デー

タのためのモデルが提案されてきた。しかし、

これら既存のモデルで説明できる現象は限ら

れており、円周上の時系列データにはこれら

既存のモデルでは十分な当てはめを期待でき

ないものが多く存在している。また、過去に

提案されたモデルの統計的性質に関しては、

十分な考察がなされていないことも問題であ

る。特に近年、誤差項に非対称な確率分布を

仮定した時系列モデルに関する研究の必要性

が指摘されており、実用性と数学的な扱いや

すさを併せ持つ新たな時系列モデルが望まれ

るところである。 

 このような問題に取り組むため、私は過去

に円周上のマルコフ過程（Kato, 2009）の提

案を行った。今回の研究では、このモデルの

拡張として、誤差項に非対称分布を仮定した

円周上の自己回帰過程を提案し、その統計的

性質に関する考察を行った。また、提案した

モデルの応用を議論した。 
 
 
３．研究の方法 
 
 研究の方法として、(a) （誤差項に対称分
布を仮定した）円周上の自己回帰過程の構築、
(b) 円周上の非対称分布の提案と自己回帰
過程への応用、(c) 提案したモデルの統計的
推測理論と応用、の３つのステップに分けて
研究を行った。以下、具体的にそれぞれのス
テップについて述べていくことにする。 
始めに、「(a) （誤差項に対称分布を仮定

した）円周上の自己回帰過程の構築」につい
て述べる。Kato (2009)は、（誤差項に対称分
布を仮定した）円周上のマルコフ過程を提案
した。本研究では、このモデルの拡張として、
円周上の自己回帰過程の提案を行った。この
拡張は、マルコフ性を仮定できないデータに
対しても、モデル化の可能性を与えることを
目的としている。誤差分布としては Kato 
(2009) と同様、この段階では対称分布を仮
定した。そして、その自己回帰過程の統計的
性質について考察を行った。 
次に「(b) 円周上の非対称分布の提案と自

己回帰過程への応用」について紹介する。上
述の(a)で提案したモデルは、誤差分布に対
称分布を仮定していた。そのモデルの発展と
して、(b)の研究では２つの研究（つまり、
円周上の非対称確率分布の提案と、その非対
称分布を誤差項として仮定した自己回帰過
程に関する研究）を行った。これは、(a)で
提案したモデルをより flexible にすること
で、より多様な時系列データへの当てはめを
期待できるモデルを与えることを目的とし
ている。 
最後に、「(c) 提案したモデルの統計的推

測理論と応用」の研究に取り組んだ。この研
究では、(a)と(b)で提案した時系列モデル、
および(b)の非対称分布の統計的推測につい
て研究を行った。そして、その理論を風向の
時系列データのモデル化へと応用の可能性
を議論した。 
 
 
４．研究成果 
 
 以下、(1) 2010 年度、(2) 2011 年度、(3) 
2012 年度の研究成果について述べていく。 
 
(1) １年目にあたる 2010 年度には、誤差項
に対称分布を仮定した円周上の自己回帰過
程の構築を行った。自己回帰過程の構築にお
いては、Fisher and Lee (1994)によるリン
ク関数を用いた円周上の自己回帰過程の導
出法を利用し、リンク関数に正接関数を仮定



することで自己回帰過程を導出した。また誤
差分布としては、この段階では対称分布であ
る Wrapped Cauchy 分布（以下、WC 分布）を
仮定した。この自己回帰過程は Kato (2009)
によるマルコフ過程の１つの拡張となって
いる。つまり、Kato (2009)のモデルでは、
過去の状態を所与としたときの時間 t+1の状
態 Wt+1 の条件付き分布が、時間 tの状態 Wtに
のみ依存するモデルであったのが、今回のモ
デルではより一般に、Wt ,Wt-1 ,...,Wt-pに依存
する拡張モデルとなっている。この自己回帰
過程は、時間 t における分布が WC 分布にな
るなどの解析的に扱いやすい幾つかの性質
が成り立つことを示すことができた。また、
自己回帰過程の挙動についても考察を行い、
パラメータの解釈についても議論を行った。
その結果、本研究で提案されたモデルを応用
することにより、既存のモデルは記述できな
かった時系列における現象を記述すること
が可能となることがわかった。 
 
(2)  ２年目にあたる 2011 年度には「円周上
の非対称確率分布の提案と自己回帰過程へ
の応用」を行った。この研究は、実質２つの
研究からなっている。まず１つ目の研究とし
て、「(i) 誤差分布のための円周上の非対称
確率分布の提案」に取り組み、それから、
「(ii) 誤差分布として(i)で提案した非対
称分布を仮定した自己回帰過程の統計的性
質の考察」をする、という流れで研究を行っ
た。 

まず、１つめの研究「(i) 誤差分布のため
の円周上の非対称確率分布の提案」の結果に
ついて述べる。2010 年度に提案した自己回帰
過程においては、誤差項に対称分布である WC
分布を仮定していた。この分布は２つのパラ
メータから成り、１つは位置を、他方は尺度
を調節する役割をもつ。この分布を一般化し
た確率分布、具体的には WC 分布を特別の場
合として含み、分布の歪度と裾を調節できる
確率分布、の提案を行った。そして、その確
率分布の統計的性質について議論した。これ
により、非対称もしくは裾が重いデータに対
しても満足な当てはめを期待できるモデル
を与えることができた。 

そして、次に「(ii) 誤差分布として(i)で
提案した非対称分布を仮定した自己回帰過
程の統計的性質の考察」を行った。特に重点
的に調べたことは、誤差項に WC 分布ではな
く、(i)の研究で提案したより flexible な非
対称確率分布を仮定することで、 WC 分布を
仮定した 2010 年度のモデルでは説明できな
かったどのような挙動を示すことができる
のか、という点である。そして、提案された
自己回帰過程は、誤差分布が非対称となる性
質により、既存のモデルは記述できなかった
時系列におけるいくつかの現象を記述する

ことが可能となることがわかった。 
 
(3)  最終年度にあたる 2012 年度には、３
つのテーマで研究を行った。初めに、「(I) 
2010・2011 年度で提案したモデルの統計的性
質に関する考察」に取り組み、次に「(II) 円
周上に値をとる連続時間確率過程の提案」、
そして、「(III) 提案したモデルの円周上の
時系列データへの応用に関する議論」を行っ
た。 
 まず初めに、「(I) 2010・2011 年度で提案
したモデルの統計的性質に関する考察」につ
いて述べる。ここで、「2010・2011 年度で提
案したモデル」というのは、2010 年度の（誤
差項に対称分布を仮定した）円周上の自己回
帰過程、および、2011 年度の非対称な誤差項
を持つ円周上の自己回帰過程のことを指し
ている。今年度は、これら２つの自己回帰過
程に関して更なる考察を行った。そして、２
つの自己回帰過程が、パラメータのとり方に
よってどのような挙動の違いを見せるかに
ついて更なる結果を得ることができた。また、
２つの自己回帰過程のパラメータ推定につ
いても議論した。 
 次に、「(II) 円周上に値をとる連続時間確
率過程の提案」および「(III) 提案したモデ
ルの円周上の時系列データへの応用に関す
る議論」について述べる。2010・2011 年度で
議論した自己回帰モデルは、離散時間の時系
列データのためのモデルであった。それに対
し(II)の研究では、連続時間の現象のための
円周上の確率過程を議論している。研究では、
新たな確率過程の定義を与え、そのパラメー
タの解釈およびパラメータ推定に関して結
果を得ることができた。そして、(III)の研
究においては、2010・2011 年度で提案した自
己回帰過程と(II)の確率過程に関して、風向
の時系列データへの応用の可能性を議論し
た。 
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