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研究成果の概要（和文）：様々な非線型問題に於いて，古典的な（線型）ラプラシアンの修正版

である非線型楕円型作用素が現れる．本研究課題では，そのような非線型作用素を主要項に持

つ発展方程式を考え，それらの解の漸近挙動とそのメカニズムを調べた．具体的には，変動指

数を含む p(x)-ラプラシアンや無限大ラプラシアンを含む拡散型方程式の解の長時間挙動を明

らかにした他，fast diffusion 方程式の消滅解の漸近形の安定性解析の基盤となる理論を構築

した． 

 
研究成果の概要（英文）：In various nonlinear problems, we often encounter nonlinear 
elliptic operators as modified forms of the classical (linear) Laplacian. In this research, 
we consider evolution equations governed by such nonlinear operators and investigate 
asymptotic behavior of solutions and their mechanism. More precisely, we revealed 
long-time behavior of solutions for diffusion-type equations involving p(x)-Laplacians 
with variable exponents and the infinity-Laplacian, and moreover, we also established 
a novel theory of stability analysis of asymptotic profiles for vanishing (in finite time) 
solutions of fast diffusion equations. 
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アンから派生した非線型楕円型微分作用素
を指す．例えば p-ラプラシアンは非ニュー
トン流の運動や第Ⅱ種超伝導体の臨界状態
を記述するモデルなどに現れる． 
特に p = 2 の場合，p-ラプラシアンは通常の
ラプラシアンと一致する． 
また，古典的なラプラス方程式は，ディリク
レ積分のオイラー・ラグランジュ方程式であ
ることが知られているが，p-ラプラシアンも
ディリクレ積分を一般化して得られるある
汎関数のフレッシェ微分として変分法的に
定式化することができる． 
一方，無限大ラプラシアンは「領域の境界上
で定義されたリプシッツ連続関数を，リプシ
ッツ定数がなるべく小さくするように領域
全体に拡張するにはどうするべきか？」とい
う数学的問題に関連して導入され，その後，
材料科学や画像処理などの研究分野でも用
いられるようになった． 
その他，地下水の浸透現象や核融合実験炉内
のプラズマの特異拡散を表すことで知られ
る，多孔質媒体方程式や fast diffusion 方
程式も拡散項に冪型の非線型項を含む．この
ように様々な分野に於いて，ラプラシアンを
非線型化した非線型ラプラシアンが現れる．
しかし非線型ラプラシアンを含む問題では，
それらの強い非線型性が解析を困難にして
おり，線型のラプラシアンを用いた古典的な
モデルや理論に比べると多くのことが分か
っていない． 
しかし，多くの分野に於いて，古典論からず
れる部分の修正にこれらの非線型作用素を
用いているため，非線型ラプラシアンに対す
る数学的理論の発展は必要不可欠であり，重
要な数学的研究課題の一つとなっている． 

 
２．研究の目的 
 

本研究では，非線型ラプラシアンを含む問
題の解析を通して，それに有効な理論の構築
を行う．具体的に言えば，非線型ラプラシア
ンを主要項に持つ非線型発展方程式の初期
値問題もしくは初期値境界値問題を考え，解
の長時間挙動，定常解への収束性とその収束
レート，ならびに解の漸近形とその安定性・
不安定性を明らかにし，更には非線型ラプラ
シアンを含む発展方程式の解の漸近挙動の
解析に有効な解析手法の確立を目的とする． 
 
３．研究の方法 
 
 ここでは以下の各テーマについて取り組
み，それぞれに現れる非線型ラプラシアンの
特徴・性質を明らかにし，更にそれらを扱う
ための数学的手法・枠組みの開発を行う． 
 
（１）p-ラプラシアンを含む発展方程式の解

の漸近挙動 
 
（２）無限大ラプラシアンを含む発展方程式
の解の漸近挙動 
 
（３）fast diffusion 方程式の消滅解の漸
近形の安定性解析 
 
（４）変動指数を含む発展方程式の適切性と
解の漸近挙動 
 
 ここで得られた結果は国内外の研究会・学
会で発表し，関連分野の研究者と意見交換を
行い，研究の更なる展開を探る．また結果を
まとめて査読有の国際誌に投稿する． 
 
４．研究成果 
 
 以下では，「３．研究の方法」で挙げた（１）
－（４）のテーマに関して，研究期間中に得
られた成果の概要を説明する． 
 
（１）非ニュートン流のモデルや第Ⅱ種超伝
導現象の巨視的モデルなどに現れる p-ラプ
ラシアンを主要項に含む非線型発展方程式
の解の長時間挙動を明らかにした．特に p>2
の場合の解の減衰レートと解の漸近形につ
いて調べ，その上で漸近形の安定性に対する
諸概念を導入し，実際に安定性を調べた．ま
た，同様の解析を地下水の浸透モデル等に現
れる多孔質媒体方程式に対しても行ってい
る． 
 
（２）ここでは正規化された無限大ラプラシ
アンを含む特異拡散方程式を取り上げ，その
解の長時間挙動を明らかにした．同方程式は 
近年，Juutinen-Kawohl によって適切性や比
較原理が証明された． 
退化した無限大ラプラシアンを含む拡散型
方程式の解の長時間挙動は梶木屋 龍治 氏，
Petri Juutinen氏との共同研究で明らかにな
っているが，正規化された無限大ラプラシア
ンを含む特異拡散方程式に対しては結果が
知られていなかった． 
ここではバリア関数を用いた手法を改良し，
解の長時間挙動を明らかにした． 
特に，解の無限伝播性と呼ばれる線型の拡散
方程式と共通の性質，そして初期値問題の解
の減衰レートが空間次元に依存しないとい
う異なる性質を持っていることを明らかに
した． 
更にこのような拡散現象が起こるメカニズ
ムを説明するために，Einstein が用いたブ
ラウン運動のモデルを形式的に拡張した． 
その結果，各粒子に，粒子全体の密度関数の
最大傾斜方向に１次元的なブラウン運動を
させることで，ここで扱う方程式の解が表す



拡散現象を再現できることが分かった． 
 
（３）プラズマの特異拡散のモデル等に現れ
る fast diffusion 方程式のコーシー・ディ
リクレ問題では，古典的な拡散理論と異なり，
解（密度分布）が有限時間で消滅する（ゼロ
になる）ことが知られている． 
また消滅する解の漸近形がある楕円型方程
式の非自明解として特徴づけられることが
知られており，これらは fast diffusion 方
程式が記述する拡散現象に於けるある種の
ノーマルモードとして認識されている． 
ここではそのような消滅解の漸近形の安定
性（摂動に対する耐久性）について研究した．
しかし fast diffusion 方程式の場合，解の
消滅時刻が解の初期値に依存するため，安定
性の定義自体がこれまでなされていなかっ
た． 
本研究では，消滅解の安定性に関する諸概念
を定義し，更にそれに基づいて各漸近形の安
定性を判断するための枠組みを与えた． 
漸近形の安定性の定義では，古典的な拡散方
程式および退化拡散方程式などの非線型発
展方程式の場合と異なり，エネルギー空間上
のある超曲面を相集合とし，その上で定義さ
れた力学系を考える． 
またここで導入する超曲面は解の消滅時刻
が１になるような初期値の集合として与え
られるため，初期値と解の消滅時刻の関係を
詳細に知る必要がある．しかし，一般的にそ
れは困難であるため，消滅時刻の評価や連続
性など断片的な情報から相集合を解析的・幾
何的に解析する必要がある． 
最終的には，漸近形を特徴づける楕円型方程
式に付随するエネルギーに基づいて漸近形
の安定性・不安定性を判断する分類定理を得
た． 
 更にそれらの判定条件から漏れる幾つか
のケースについても個別に解析し，特に円環
領域に於ける球対称な漸近形が不安定にな
り得ることを突き止めた． 
古典的な拡散方程式を球対称領域で考えた
場合，漸近形は常に球対称であり，特に正値
球対称な漸近形は漸近安定になる． 
ここで得られた結果は，そのような古典的拡
散理論では当然成り立つ性質が，fast 
diffusion 方程式に対しては成り立たない
ことを物語っている． 
 
（４）変動指数を含む p(x)-ラプラシアンは，
ER 流体と呼ばれる機能性流体のモデルや画
像のノイズ除去のモデルに登場することで
知られている． 
非線型拡散の見地に立てば，場所によって拡
散の性質が根本的に変化するようなモデル
に対応できるため，これまでの非線型拡散方
程式では記述できないような現象を記述す

ることができる． 
また，複数の材質や相が混在しているような
状態の記述をする際に変動指数を用いると，
境界条件を導入せずにモデル化することが
できるため，工学的な応用を考える上でも有
用である． 
ここでは，そのような変動指数を含む発展

方程式の例として，p(x)-ラプラシアンと呼
ばれる p-ラプラシアンの変動指数版を含む
方程式を考え，その適切性と解の漸近挙動を
明らかにした． 
変動指数を含む作用素は，p-ラプラシアンと
異なり，非一様な増大度を持つこと，また最
適な有界性・強圧性の評価を得るには通常の
ルベーグ空間やソボレフ空間の理論では不
十分であり，変動指数を含む関数空間に対す
る理論が必要になる． 
更に，上で述べたような混合システムの記述
を考慮すると，不連続な変動指数を含む方程
式を念頭に置く必要が出てくるが，不連続な
変動指数に対してはイレギュラーな現象が
多々知られており，解析は非常に繊細である． 
ここで得られた結果を用いることで，常伝

導体と第Ⅱ種超伝導体が結合したシステム
に対する巨視的モデルを，p(x)-ラプラシア
ンを含む発展方程式とその極限形として提
案することができる． 
 
今後の展開 
 
 これまでの研究では非線型ラプラシアン
を含む発展方程式として，主に拡散系と 
Allen-Cahn 方程式などに代表される勾配系
を扱ってきた．これらは線型のラプラシアン
によって記述される古典的な枠組みから外
れる非標準的なものである． 
このように非線型性という数学的構造に着
目して非標準的な拡散系・勾配系を扱ってき
たが，物理などの研究では別な視点から非標
準的な拡散系・勾配系が研究されている． 
例えば，拡散の古典論では，拡散する粒子の
平均２乗変位が時間に比例するが，比例しな
いような現象が多く知られており，それらは
異常拡散と呼ばれている． 
異常拡散のモデルでは，必ずしも非線型方程
式が現れる訳ではない． 
このように非線型性以外の視点から非標準
的な拡散系・勾配系を捉えることは非常に重
要であり，２０１３年度以降の科学研究費研
究課題等で本格的に取り組むことが予定さ
れている．  
 
研究会などの開催 
 
関連分野の研究者の交流や若手研究者の育
成を目的として，以下のセミナー・研究集会
を主催した． 



①芝浦工業大学数理科学科・談話会（2010 年
度） 
 
②研究集会「異常拡散の数理」(2012 年 7 月) 
 
③ 国 際 会 議 「 Functional Analysis and 
Applications」 (2013 年 2 月) 
 
その他，2011, 2012 年度は神戸大学解析セ
ミナーに於いて関連研究者を数回招致し，講
演を実施した． 
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