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研究成果の概要（和文）：周期離散戸田格子の時間発展をそのスペクトル曲線（超楕円曲線）の対称積上の加法と見な
すことにより，周期離散戸田格子の幾何学的実現を与える曲線族を任意の格子サイズに対して具体的に構成した．また
，各曲線族は周期離散戸田格子の保存量を用いて表されることを示した．

周期離散戸田格子の超離散極限として得られる超離散周期戸田格子に対しても，トロピカル超楕円曲線を用いて同様の
考察を行い，超離散周期戸田格子の幾何学的実現を与えるトロピカル曲線族を任意の格子サイズに対して具体的に構成
し，各トロピカル曲線は超離散周期戸田格子の保存量を用いて表されることを示した．

研究成果の概要（英文）：We establish a geometric realization of the periodic discrete Toda lattice of an a
rbitrary system size by using the intersection of its spectral curve and other two curves. This realizatio
n is reduced from the addition of points on the symmetric product of the spectral curve, and the curves in
 the realization are concretely given by using the conserved quantities of the periodic discrete Toda latt
ice.

We also establish a geometric realization of the ultradiscrete periodic Toda lattice of an arbitrary syste
m size, which is an ultradiscrete analogue of the periodic discrete Toda lattice, via tropical plane curve
s. The tropical curves in the realization, one of which is the spectral curve of the ultradiscrete periodi
c Toda lattice (a tropical hyperelliptic curve), are also given by using the conserved quantities of the u
ltradiscrete periodic Toda lattice. 
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１．研究開始当初の背景 
1989 年，Quispel-Roberts-Thompson によ

り発見された QRT 写像とは，楕円曲線ペン
シルのファイバー毎に定まる加法から導か
れる写像力学系の総称である．これまでの研
究により，QRT 写像は離散ソリトン方程式の
簡約や離散 Painleve 方程式の自励極限を数
多く含むことが知られていた． 一方，楕円
曲線における加法の代わりに倍角写像の定
める力学系を考えると，それは一般解をもつ
カオス系（可解カオス写像）となる．このよ
うな可解カオス写像に対しても，QRT 写像と
同様に有理楕円曲面のファイバー毎に定ま
る倍角写像と捉えると，その幾何学的性質が
明らかになる． 
写像力学系に対しこのような幾何学的解

釈が得られれば，対応するトロピカル楕円曲
面上の区分線形写像力学系を構成すること
が可能である．トロピカル楕円曲線ペンシル
から QRT 写像や可解カオス写像に対応する
区分線形力学系を導出し，それらの性質を詳
しく調べる研究が進展しつつあった． 

  
２．研究の目的 
１）有理楕円曲面の底空間に作用する正多

面体群を用いて，QRT 写像・可解カオス写像
を高次の保存量をもつ 2次元写像力学系に一
般化する．QRT 写像は離散ソリトン方程式の
簡約を多く含むことで知られるので，このよ
うに構成した 2次元写像力学系と離散ソリト
ン方程式との関係を明らかにする． 
２）このような 2 次元写像力学系に対して

超離散化の手法を適用し，2 次元区分線形写
像力学系を導出する．さらに，トロピカル楕
円曲面を用いてその幾何学的背景を調べる． 
さらに，箱玉系などの超離散可積分系とこの
ような低次元区分線形写像力学系との関係
を明らかにする． 
３）有理楕円曲面の小平型特異点および正

多面体群の Klein 型特異点にそれぞれ附随す
るルート系の分類を用いて，2 次元写像力学
系を分類し，これら二つのルート系の関係を
明らかにする．  

 
３．研究の方法 
初めに，楕円曲線の標準形のひとつである

Hesse の 3 次曲線のトロピカル化（トロピカ
ル Hesse 曲線）における加法について詳しく
調べた．トロピカル Hesse 曲線は，区分線形
な可解カオス写像のスペクトル曲線であり，
その加法が可解カオス写像の時間発展を導
くことが知られている．Hesse の 3 次曲線は
レベル3テータ関数によって自然にパラメト
ライズされるため，その加法公式はレベル 3
テータ関数の満たす関数等式に他ならない．
一方，レベル 3テータ関数のパラメータおよ
び独立変数を適切に制限することにより，そ
の値域を実数に制限することができる．この
ような制限のもと，超離散化の手法を適用し，
超離散化されたレベル3テータ関数の満たす

加法公式を導出した．このように正則関数の
具体的な極限操作を計算することで，Hesse
の 3 次曲線の Jacobi 多様体がトロピカル
Hesse曲線のJacobi多様体へ収束する様子を
見ることができる．また，トロピカル Hesse
曲線ペンシルに作用する線形自己同型群に
ついても具体的に構成することが可能にな
る． 
当初の計画では，正多面体群の作用と両立

するQRT写像や可解カオス写像を発見するこ
とを目指していたが，上で述べたトロピカル
Hesse 曲線の加法に関する研究が進展したた
め，そこで得られた知見を活かし，トロピカ
ル超楕円曲線の加法およびそれに付随する
区分線形写像力学系について詳しく調べる
方向へ研究を進めることにした．なぜなら，
一般に，離散ソリトン方程式などの可積分系
は超楕円曲線をそのスペクトル曲線にもち，
それらの時間発展は超楕円曲線の加法から
導かれ，さらに離散ソリトン方程式の簡約と
して QRT 写像が得られるためである． 
周期離散戸田格子（周期箱玉系）は，超楕

円曲線をスペクトル曲線にもつ離散可積分
系のなかでもとくによく研究されていた．ま
た，その超離散化である超離散周期戸田格子
についても，トロピカル超楕円曲線の Jacobi
多様体における線形化の方法などが調べら
れていた．そこで，超離散周期戸田格子のス
ペクトル曲線であるトロピカル超楕円曲線
における加法公式を導出し，他のトロピカル
曲線との交叉を用いてその加法を幾何学的
に実現する研究を行った．この際，まず周期
離散戸田格子の幾何学的実現を構成し，超離
散化の手法をそれに適用することで，超離散
周期戸田格子の幾何学的実現を導出した．さ
らに，超離散周期戸田格子の時間発展をトロ
ピカル曲線どうしの交叉を用いて幾何学的
に実現した． 
 
４．研究成果 
１）レベル3テータ関数の満たす加法公式に

超離散化の手法を適用し，トロピカルHesse
曲線上の点の満たす加法公式を導出した．ま
た，Hesseの3次曲線のJacobi多様体の部分多
様体が，超離散極限においてトロピカルHesse
曲線のJacobi多様体に収束することを示した
．  
２）Hesseの3次曲線のペンシルに線形自己

同型として作用するHessian群のトロピカル
類似を構成した．すなわち，トロピカルHesse
曲線のペンシルに作用する線形自己同型群が
3次の二面体群であることを示した．この群は
位数3の群（ペンシルの各曲線の3-torsion 
pointの群）と位数2の群（各曲線上の点の入
れ替えとして実現される群）との半直積に分
解されるため，ペンシルのパラメータを保存
する．これはHessian群がペンシルのパラメー
タを保存しない事実と対照的である．  
３）解曲線が凹9角形でありかつ任意の初期



値に対して周期9をもつ2次元区分線形写像力
学系（Brown写像）のトロピカル幾何学的意味
づけを行い， Brown写像は線対称な二つのト
ロピカル楕円曲線上の加法の合成であること
を示した．この事実からBrown写像は対応する
トロピカルJacobi多様体上で線形化されるこ
とがしたがう． 
４）種数２の超楕円曲線の倍角写像から，

適切な従属変数をとることにより，有理写像
で与えられる２次元複素力学系を構成した．
これは楕円曲線の倍角写像から構成される可
解カオス力学系の高種数への拡張と見なすこ
とができる． 
５）超楕円曲線の加法を用いて周期離散

戸田格子の時間発展を幾何学的に実現した
．周期離散戸田格子の時間発展は，そのス
ペクトル曲線である超楕円曲線のJacobi多
様体における平行移動に他ならず，超楕円
曲線の対称積から因子類群への全射を通し
て，この対称積上に加法を定めることが可
能である．この全射を通して周期離散戸田
格子の時間発展を対称積上の加法と見なす
ことができる．さらに，対称積の加法は超楕
円曲線と他の２曲線との交叉を用いて幾何学
的に実現できるため，これらの曲線の交叉が
周期離散戸田格子の時間発展の幾何学的実現
を与える．このような曲線族を任意の格子サ
イズに対して具体的に構成し，各曲線は周期
離散戸田格子の保存量を用いて表されること
を示した． 
６）トロピカル超楕円曲線の加法を用いて

超離散周期戸田格子の時間発展を幾何学的に
実現した．周期離散戸田格子の超離散極限と
して得られる超離散周期戸田格子の時間発展
は，トロピカル超楕円曲線のJacobi多様体上の
平行移動である．また，この平行移動はトロ
ピカル超楕円曲線の対称積における加法と見
なすことが可能であり，さらに，この加法は
，トロピカル超楕円曲線と他の二つのトロピ
カル曲線との交叉を用いて幾何学的に実現で
きる．周期箱玉系の幾何学的実現を与えるト
ロピカル曲線族を任意の格子サイズに対して
具体的に構成し，各トロピカル曲線は周期箱
玉系の保存量を用いて表されることを示した
． 
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