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研究成果の概要（和文）：ホインの微分方程式の特別な場合として、特異点の一つがみかけの特異点となるときにミド
ルコンボルーションを施すと多項式的な解をもつ場合に対応することがわかり、この場合において解の積分表示を得る
ことができた。そして、一般超幾何微分方程式との関連についても研究をすすめた。
他に、多添字直交多項式についてや超離散パンルヴェ方程式について成果を得た。

研究成果の概要（英文）：We investigated Heun's differential equation in the case that one of the sigularit
y is apparent. By applying middle convolution for it, we obtain an equation which admits a polynomial-type
 solution, and we have integral representations of solutions of the original differential equation. We als
o studied it with a connenction to generalized hypergeometric equations.
We obtained results on multi-indexed orthogonal polynomials and on ultradiscrete Painleve equations.
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１．研究開始当初の背景 
 
ガウスの超幾何微分方程式やその合流型微
分方程式は量子力学での水素原子の模型な
ど物理の模型において非常に重要な関数で
あるが、数学的にはガウスの超幾何微分方程
式は複素平面に無限遠点を付加したリーマ
ン球面上で３点に確定特異点をもつ２階の
線型微分方程式の標準型である。 
確定特異点を４つに増やした２階の線型微
分方程式の標準型はホインの微分方程式と
呼ばれるものであり、物理の模型においても
たびたび登場するが、ガウスの超幾何微分方
程式と違ってリジッド（局所構造が全体を決
定する）ではなく、解の解析もはるかに難し
くなる。 
 
ところで、ミドルコンボルーションは Katz
によって 1996 年に出版された著書「Rigid 
local systems」で定式化されているが、道具
立てが重厚であり内容は難解である。後に
DettweilerとReiterはKatzのミドルコンボ
ルーションをより平易な道具立て、つまりフ
ックス型微分方程式系とそのモノドロミー
を用いて再定式化した。ここでのミドルコン
ボルーションは、微分方程式の解をオイラー
変換によって移すことで引き起こされる微
分方程式自体やモノドロミーの変換である。
また、addition とは微分方程式の解にベキ乗
を掛けることで引き起こされる変換である。 
フックス型微分方程式に対して rigidity 
index という数を対応させることができるが、
これはアクセサリーパラメーターという特
性指数からは決定されないパラメーターの
個数と関係する量である。 
 
微分方程式系に対して addition とミドルコ
ンボルーションを逐次適用することで簡素
化できたなら、簡素化した微分方程式の解と
その性質から、もとの微分方程式の解やその
性質を調べられる。ここで、addition とミド
ルコンボルーションで rigidity index が不変
であることが知られている。 
 
Rigidity index が 2、つまりアクセサリーパ
ラメーターをもたない場合であって既約な
フックス型微分方程式は、addition とミドル
コンボルーションを逐次適用することで一
階の微分方程式に帰着できることが本質的
に Katz によって示されている。一階の微分
方程式から逆操作の addition とミドルコン
ボルーションを用いることで、rigidity index
が 2で既約なフックス型微分方程式の解は積
分表示（オイラー変換の合成によるもの）を
もつことがわかり、モノドロミーの計算の足
掛かりとなる。 
 
Rigidity index が 0 で既約なフックス型微分
方程式については、addition とミドルコンボ
ルーションを逐次適用することで行き着く

微分方程式には4つの系列があり、D_4^{(1)}, 
E_6^{(1)}, E_7^{(1)}, E_8^{(1)}型の Dynkin
図 形 に 対 応 す る こ と が 、 Kostov, 
Crawley-Boevey, 大島利雄らの研究により
解明された。 
ここで D_4^{(1)}に対応する微分方程式は、
サイズが２で 4点確定特異点をもつフックス
型微分方程式系である。これはアクセサリー
パラメーターをもち、モノドロミー保存変形
によりアクセサリーパラメーターが満たす
べき式として第六パンルベ方程式が得られ
る。 
また、D_4^{(1)}型で留まるミドルコンボルー
ションに対応する第六パンルベ方程式での
岡本－Backlund 変換や積分変換の具体形が
Filipuk や本研究代表者によって得られてい
る。アクセサリーパラメーターを特殊化する
ことにより、ホインの微分方程式での積分変
換が得られることもわかっている。 
 
 
２．研究の目的 
 
ミドルコンボルーションや rigidity index を
おもに用いて、ホインの微分方程式とその合
流型、パンルベ方程式とその拡張など、可積
分系と関連する方程式を研究していく。この
ために、不確定特異点を含む線形常微分方程
式に対してのミドルコンボルーションの理
論を具体的に構築していく必要がある。 
また、すでに得られている解から、ミドルコ
ンボルーションなどを用いて新たな解やそ
の性質を得ていき、可積分系の世界を広げて
いく。 
また、ホインの微分方程式には楕円関数を用
いた表示があり、これは BCn 型 Inozemtsev
系という n変数の量子可積分系において 1変
数の場合に対応している。Inozemtsev 系や
関連する模型についても解明をすすめる。 
 
 
３．研究の方法 
 
ホインの微分方程式やそれに関連する微分
方程式などに対し、フックス型微分方程式系
に対するミドルコンボルーションなどを用
いて未知の解を求め、モノドロミーなどの性
質を探る。 
直交多項式の側面からもアクセサリーパラ
メーターを含む微分方程式を調べていく。 
不確定特異点を含む線形常微分方程式に対
してのミドルコンボルーションの理論を、と
るべき商空間の具体形やその性質、rigidity 
index の望ましい定義、不確定特異点を含む
微分方程式に対してのリーマン・ヒルベルト
問題に注意しながら構成する。そして、合流
型ホインの微分方程式を含むさまざまな微
分方程式の解の性質や特殊解の具体形を研
究する。 
 



 
４．研究成果 
 
研究代表者は、まずホインの微分方程式では
ミドルコンボルーションによって解の性質
がどのように変化するかを研究した。 
 
線形微分方程式の確定特異点がみかけの特
異点であるとは、その特異点の近傍での解は
すべて正則か高々極をもつ(非整数冪や対数
項が出てこない)ことである。報告者は、ホ
インの微分方程式で特異点の一つがみかけ
の特異点であるものをミドルコンボルーシ
ョンによって変換すると、多項式かこれと類
する(多項式的な)関数を解にもつホインの
微分方程式に移ることを発見し、それを示し
た。そして、特異点の一つがみかけの特異点
であるホインの微分方程式に対して、対応す
る多項式的な解を用いた積分表示を導出し
た。また、第六パンルベ方程式をモノドロミ
ー保存変形で生み出す2階線形常微分方程式
に対しても同様の結果を得た。 
 
ところで、ガウスの超幾何微分方程式の一般
化として、一つは特異点の数を 4つに増やし
たホインの微分方程式が考えられ、他には微
分の階数を上げた一般超幾何微分方程式が
考えられる。ホインの微分方程式はリジッド
でないが階数は 2であり、一般超幾何微分方
程式はリジッドであるが高階である。 
 
ホインの微分方程式において、前述した場合
である一つがみかけの特異点である状況を
考えると、一般超幾何微分方程式の特別な可
約な場合において因子分解したときの右因
子としてこのホイン型の微分作用素が現れ
ることがいくつかの場合に観察された。この
観察を予想として定式化し、いくつかの場合
にはこの予想が正しいことを示した。また、
例外ヤコビ多項式と呼ばれる直交多項式系
に対してホインの微分方程式の研究を応用
し、これと一般超幾何関数との関係を明示し
た。 
 
ところで、ガウスの超幾何微分方程式は
Poschl-Teller ポテンシャルをもつ量子力学
系にも現れ、この模型の固有関数としてヤコ
ビ多項式という直交多項式が現れる。合流型
超幾何微分方程式においてはラゲール多項
式が対応する。 
これらに、Darboux-Crum 変換をうまく適用す
ることによって新たな量子系を得ることが
でき、その固有関数の主要部として多添字ヤ
コビ多項式や多添字ラゲール多項式が得ら
れる。これらには、見かけの特異点が付加さ
れている。また、例外ヤコビ多項式は多添字
ヤコビ多項式の特別な場合となっている。 
佐々木隆氏および Ho Choon-Lin 氏と共同に、
これらの見かけの特異点の合流について研
究を行った。 

とくに、合流が起こるときのパターンを調べ、
具体例をいくつも計算した。 
それらの例のうちで、ホインの微分方程式の
解となるものを得ることができた。 
 
不確定特異点を含む場合のミドルコンボル
ーションについても研究をすすめた。不確定
特異点を含む場合のミドルコンボルーショ
ンの定義を与え、いくつかの基本的性質を導
き、例として合流型超幾何関数の場合でうま
くいっていることを確かめた。利点として、
比較的計算がしやすいということがある。と
くにオイラー変換と直接関連する部分につ
いては、ポーランドの Banach center 刊行の
雑誌に発表した。 
 
ストックホルムの Edwin Langmann 氏との共
同研究において、BCn 型 Inozemtsev 系での核
関数とこれに関する積分変換について、更な
る一般化を含めて結果を得た。1 変数であっ
て周期についての微分項がない場合はミド
ルコンボルーションに対応している。 
 
また、当初の予定では具体的に考えていなか
ったこととして、超離散パンルベ方程式につ
いても結果を得ることができた。 
パンルベ方程式は２階の非線形常微分方程
式であるが、動く特異点は極しかもたないと
いう性質で特徴付けられており、一型から六
型まで名前がついている。一方、パンルベ方
程式の差分方程式版（離散版）も考えられて
おり、対称性を中心として研究されている。
さらに、差分パンルベ方程式から超離散化を
考えることができ、超離散方程式はセルラー
オートマトンとみなすことができる。研究代
表者は筒井氏とともに差分パンルベ第六方
程式の符号付き超離散化を行い、超幾何型の
解（リッカチ解）との関連を研究してきた。
そして一般的な解の漸近挙動についての予
想を立て、いくつかの場合に数値的にその予
想が妥当なことを示した。 
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