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研究成果の概要（和文）： 

流れのある非平衡系を記述する確率モデル、特に多体ランダムウォーク模型である 1次元非対
称単純排他過程、および界面成長を記述する 1次元 Kardar-Parisi-Zhang 方程式において、物
理量の時間発展を理論的に解析した。任意の時刻において高さ、流れといった重要な物理量の
確率分布関数の厳密解をいくつかの重要な初期条件の場合に得た。 
 
 
研究成果の概要（英文）： 
We have investigated exact time evolution properties of the stochastic models which 
describe nonequilibrium systems especially the asymmetric simple exclusion process, 
which is a many-body random walk model and the Kardar-Parisi-Zhnag equation, a basic 
equation for surface growth phenomena. In some important initial conditions, we have 
obtained exact expressions for the probability distribution functions of some 
important physical quantities such as current, height etc. 
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１．研究開始当初の背景 
本研究課題がスタートした 2010 年度の周辺
は、当該分野において重要な成果が表れ始め
た時期であった。具体的には以下のとおりで
ある。 
 
(1)1 次元非対称単純排他過程のカレント分
布  

非対称単純排他過程(Asymmetric Simple 
Exclusion Process, ASEP)は排他的相互作用
する多粒子ランダムウォーク模型であり、交
通流やイオン伝導体、mRNA 上のリボゾームの
運動のモデル等非平衡系の広い分野に応用
されている。 
1 次元格子上の ASEP において、粒子が一方

向のみに動く場合カレント(ある時刻までに
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あるサイトを通過した粒子数)の確率分布は
2000 年に Johansson によって研究されたが、
粒子が左右両方に動く場合の解析は行われ
ていなかった。 

Tracy と Widom は 2008-2009 年にかけて 
この問題を解析し、Step 型と呼ばれる初期条
件において、カレント確率分布関数を
Fredholm 行列式を用いて表わすことに成功
した。さらに時刻が無限大において、カレン
ト分布関数が GUE Tracy-Widom 分布と呼ばれ
る。ランダム行列の最大固有値分布に収束す
ることを明らかにした。 
 
(2)1 次元 Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) 方程
式の高さ分布関数 
 1 次元 Kardar-Parisi-Zhang 方程式は界面
成長を記述する非線形確率微分方程式であ
り、界面揺らぎの普遍的な自己アフィン性
(KPZ 普遍クラス)を表わす方程式として知ら
れている。また Burgers 乱流やランダム媒質
中の高分子鎖など幅広い物理系への応用が
知られている。 
 2010 年に笹本-Spohn と Amir-Corwin- 
Quastel は独立に、narrow wedge と呼ばれ
る初期条件の場合に 1次元 KPZ 方程式におけ
る高さ分布の厳密解を得た。さらに得られた
分布関数は短時間極限でガウス分布に長時
間極限で(1)にも現れた GUE Tracy-Widom 分
布になることが明らかになった。したがって
KPZ 方程式であらわされる界面は、短時間極
限では線形の Edwards-Wilkinson普遍クラス
に属し長時間極限で KPZ普遍クラスに属すよ
うな普遍的なクロスオーバーの性質を示す
ことが明らかになった。 
 この結果はASEPが弱駆動極限においてKPZ
方程式に収束するという Bertini-Giacomin
の結果と ASEP に関する上記の Tracy-Widom
の結果を組み合わせることで得られた。 
 
(3)KPZ 方程式のレプリカ法による解析 
 レプリカ法はランダム系の統計物理学に
おいて、強力な解析手法として知られている。
KPZ 方程式のレプリカ法は 1987 年に Kardar
によって提唱された。KPZ 方程式の高さの n
次指数モーメント(n レプリカ分配関数)の時
間発展が n 粒子 1 次元引力相互作用の
Lieb-Liniger 模型(デルタ関数で相互作用す
るボーズ粒子系)で記述されるということが
重要である。 
 2010 年 に Dotsenko と Calabrese-Le 
Doussal-Rosso は独立にレプリカ法を用いて
上記(2)の高さ分布関数の厳密解を再現する
ことに成功した。Lieb-Liniger 模型の Bethe
仮説による固有値、固有エネルギーの表示を
用いて、それらをすべて足し上げることによ
りレプリカ分配関数の母関数の Fredholm 行
列式表示を得た。高さ分布関数はこの母関数

からただちに導出される。 
(4)KPZ 普遍クラスに属する界面の実験的検
証 
 KPZ 方程式、KPZ 普遍クラスは非平衡統計
物理学において確立されていたが、それを示
す実験系はごく少数しか知られていなった。 
 2010 年に竹内-佐野は液晶乱流の 2 つ相の
境界面の成長を詳細に調べ、界面の揺らぎが
時間の 1/3乗で成長していくことを明らかに
した。さらに揺らぎの確率分布関数が円形界
面の場合 GUE Tracy-Widom 分布に従うこと
を明らかにした。これは Tracy-Widom 分布が
実験的に検証された初めての例である。 
 
２．研究の目的 
 上記の研究背景で述べた一連の進展は、主
に ASEP における Step 型、KPZ 方程式におけ
る narrow-wedge 型初期条件という特別な初
期条件に関するものであった。しかし非平衡
系においては系の初期条件や境界条件の影
響がバルクにまで及ぶ。これは平衡系には現
れない非平衡系特有の性質であるため重要
である。 
 本研究課題で私は ASEP と KPZ 方程式にお
いて物理量の確率分布関数の厳密解を、物理
的に重要と思われるいくつかの初期条件に
おいて得ることを目的とした。そのために上
記のレプリカ法の背後に潜む数理構造を明
らかにして、様々な初期条件で解析できるよ
うに手法の洗練化を行う必要がある。 
 さらに得られた確率分布関数の物理的意
味や以前の KPZ普遍クラスの厳密解研究での
成果との関係を明らかにすることも目的で
ある。 
 
３．研究の方法 
 本研究課題は、数理物理的色彩の強い研究
であり、研究手法は統計物理、可積分系、確
率論で用いられる解析的な手法である。具体
的には上記のレプリカ法やベーテ仮説等で
ある。数値計算、数値シミュレーションは結
果を確認するために補助的に用いることは
あるが、主要な手法ではない。 
 
４．研究成果 
(1) 双対性による ASEP のカレント分布関数
の解析 
 KPZ 方程式のレプリカ法の重要な知見は高
さの n次指数モーメントという無限自由度の
物理量が n 粒子の Lieb-Liniger 模型模型と
いう有限自由度の物理系で記述されること
である。これは我々にある種の双対性を連想
させる。 
 我々は Schutz によって明らかにされた
ASEP の双対性に着目し、これを利用すること
で(KPZ 方程式のように)カレントの N 次指数
モーメントの解析的な表示を得た。まずカレ



 

 

ントの N次指数モーメントが 1個から N個の
粒子系の ASEP のグリーン関数を用いて表わ
されること明らかにして、これを利用するこ
とで、一般の初期配置で成り立つ N次指数モ
ーメントの表式を得た。カレントの N次指数
モ ー メ ン ト に つ い て は 、 こ れ ま で
Tracy-Widom によって特定のいくつかの初期
条件で計算されていた。我々はそれを含んだ
一般の初期条件における積分表示を得た。         

この双対性はASEPの持つU_q(sl_2)対称性
の帰結として現れる。したがって本研究は、
ASEP の持つ代数構造とカレント指数モーメ
ントの行列式構造との関係を初めて明らか
にした点で注目された。実際本研究成果が公
表された後、Borodin-Corwin-笹本は ASEP に
おけるカレント指数モーメントの母関数の
Fredholm 行列式を得ることに成功している
(arXiv:1207.5035)。これは ASEP におけるレ
プリカ法とみなすことができ、KPZ 方程式の
場合とは異なり、数学的に厳密である。 
  
(2) 半ブラウン運動初期条件における KPZ方
程式のレプリカ法による解析 
 2010 年の KPZ 方程式の初めての厳密解は
narrow-wedge 型初期条件におけるものであ
り、これは円形成長等の曲率のある界面を代
表する初期条件と考えられる。他方 KPZ 方程
式の定常状態は空間方向においてブラウン
運動的であることが知られている。この 2つ
の代表的な初期条件が原点で結合したもの
を半ブラウン運動型初期条件と呼ぶ。 

我々は半ブラウン運動型と呼ばれる初期
条件における KPZ方程式の高さ分布の厳密解
を得た。手法はレプリカ法を用いた。上記の
とおりレプリカ法では高さの N次指数モーメ
ントの時間発展が N 粒子の Lieb-Liniger 模
型の時間発展で書けるという性質を利用す
る。一次元 Lieb-Liniger 模型のハミルトニ
アンの固有値と固有関数はベーテ仮説によ
って得られる。ただし時間発展を議論するた
めにはこれらのすべての寄与を足し上げな
くてはならない。足し上げには個々の初期条
件に応じて異なる技法が必要である。我々は
半ブラウン運動型初期条件における足し上
げの技法を開発することによって高さの N次
指数モーメントの母関数のフレドホルム行
列式表示を得た。高さの分布関数はそれから
ただちに得られる。 

本研究成果は Journal of Physics A に論
文として出版されたが、Journal of Physics 
A 誌の Highlights of 2011 collection およ
び英国物理学会の IOP select に選ばれた。 
 
(3)定常界面における KPZ 方程式の高さ分布
関数の厳密解 

上記(2)のとおり KPZ 方程式定常界面は空
間方向についてブラウン運動的であるが、こ

のような 1次元空間の両側にわたってブラウ
ン運動的に広がった初期条件はその数理的
取り扱いが困難であり、高さ分布の厳密解の
導出は行われていなかった。 
我々は、このような(両側)ブラウン運動初

期条件における解析手法を開発して、その高
さ分布関数の厳密解の導出に初めて成功し
た。さらにこの解を用いて高さの時空間 2点
相関関数の厳密な表示を得た。この 2点関数
は、数値シミュレーションや様々な解析手法
(モード結合理論、くりこみ群)で解析されて
いる。したがって本研究で得られた厳密解は
これらの手法の正当性を議論するうえで重
要な役割を果たすと期待される。 
また長時間極限においてこれらの量は、

Baik-Rains,  Praehofer-Spohn,  Ferrari 
-SpohnらによるKPZ普遍クラスの可解模型の
研究で得られていたものに一致することも
示した。 
 本研究成果は Physical Review Letters お
よび Journal of Statistical Physics 誌に
掲載されたが、前者は Physical Review 
Letters の Editor’s choice に選ばれた。ま
たアメリカ物理学会の website Physics に研
究成果が紹介された。 
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