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研究成果の概要（和文）：パウリ・フィールツ模型は、外力ポテンシャル中を運動する非相対論

的な量子的粒子と量子電磁場の相互作用を記述する。本研究では、相互作用の強さを表す結合

定数が十分小さいとき、パウリ・フィールツ模型の基底状態（最低エネルギーの状態またはハ

ミルトニアンのスペクトルの下限の固有値）が非存在になることを示した。また基底状態が非

存在になるための結合定数の大きさの限界を求めることができた。 

 
研究成果の概要（英文）：The Pauli-Fierz model describes the interaction between a 

nonrelativistic quantum particle moving under the influence of an external potential and  

an quantized electromagnetic field. In this research, we showed the absence of ground 

states of the Pauli-Fierz model for a sufficiently small coupling constant describing the 

strength of the interaction and obtained the critical value of the coupling constant for 

which there is no ground state. 
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１． 研究開始当初の背景 

 

量子場と相互作用する量子系の基底状態
が相互作用の強さを表す結合定数の大きさ
によって、存在したり、非存在になったりす
るような現象が知られている。特に、相互作
用がないとき（すなわち、結合定数がゼロの
とき）は、基底状態が存在しなくても、結合
定数が大きくなると基底状態が現れる現象

は、束縛の強化と呼ばれる。すべての結合定
数（したがって結合定数がゼロのときも含む）
に対して基底状態が存在する模型の研究は、
この２０年の間にたくさんの研究者によっ
てさまざまな模型で調べられている。また、
束縛の強化についてもこの１０年の間に大
きく発展した研究領域のひとつである。基底
状態の存在証明に比べ、基底状態が非存在に
なることの証明は十分研究されているとは
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言い難い状況にある。基底状態の非存在を示
す方法として知られているのは、背理法によ
るものと赤外発散とよばれる場の量子論特
有の（低エネルギーのボソンの個数が無限大
に発散することで起きるとされる）現象に起
因するものの二つが知られていたが、結合定
数に応じて基底状態の非存在になることを
示す方法は知られていなかった。 

これに対し、双極近似されたパウリ・フィ
ールツ模型（非相対論的な荷電粒子と量子電
磁場が相互作用する量子系を記述する非相
対論的量子電磁気学の模型）に関する予備的
な検討を行った結果、Feschbach map を用い
れば、少なくとも十分小さい結合定数に関し
ては基底状態の非存在が証明可能であるこ
とがわかっていた。一方で、廣島-Spohn に
よる既存の研究から結合定数が十分大きい
ときは基底状態が存在することが知られて
いた。しかし、非存在または存在が証明され
ている結合定数以外の中間領域では何が起
きるかわかっていなかった。また、パウリ・
フィールツ模型以外の量子場と相互作用す
る量子系の場合は、結合定数の大きさと基底
状態の非存在との関係は全く不明であった。 

 

２． 研究の目的 

 

双極近似された Pauli-Fierz 模型の基底状
態の非存在を証明する際に用いる Feshbach 

map は、それを使用するために結合定数の大
きさに制限がついてしまうという欠点があ
った。非存在の証明にあたり、この欠点を克
服して、基底状態の非存在となるような結合
定数の限界を調べ、結合定数が中間領域にあ
るときに基底状態が存在するか否かを明ら
かにする。また、双極近似された Pauli-Fierz

模型以外の模型に対しても、結合定数の大き
さによって基底状態の存在と非存在がどの
ように変化するかについても調べる。 

 

３． 研究の方法 

 

基底状態の非存在を証明するために開発
した Feshbach map を用いる作用素論的な方
法（とそれを拡張した方法）を用いて、量子
場と相互作用する量子系を記述するさまざ
まな模型のハミルトニアンの基底状態の非
存在を証明する。この方法は、従来知られて
いた非存在証明法（背理法を用いるものと赤
外発散に起因するもの）とは異なり、非存在
性の証明を行うと同時に結合定数の大きさ
を見積もることが可能なため、本研究の目的
を達成のために適した方法である。 
また、基底状態が非存在にならない結合定

数の領域に関しては、先行結果である廣島
-Spohn の方法を改良して、できるだけ広い範
囲の結合定数に対して、基底状態の存在を示

す。 
 
４． 研究成果 

 
研究当初の予備的検討で用いられた

Feshbach map を使う作用素論的な証明方法
を、Feshbach map を用いず証明が遂行でき
るように改良することができた。これによ
り、双極近似のパウリ・フィールツ模型に
関しては、これまでより広い範囲の結合定
数に対して非存在証明ができるようになり、
その限界の厳密な表示を得ることができた。
さらに、その限界を上回る大きさの結合定
数に関しては、廣島-Spohn の方法を改良す
ることで、その限界値より大きいときは基
底状態が現れることがわかった。特に、こ
れまで不明であった結合定数の中間領域で
は、ある値を境に基底状態が非存在から存
在へと変化することがわかった。 

また、上記の手法を適用して、その他の
模型に応用するための予備的検討を行った
結果、副産物として、グラフ上のラプラシ
アンのスペクトルに関するいくつかの知見
を得ることができた。以下に、年度ごとに
それぞれの結果に関して詳しく述べる： 

（１）研究初年度は，廣島文生氏、Herbert 

Spohn氏との共同研究により、予備的検討

で得られていた双極近似のパウリ・フィー

ルツ模型に対する基底状態の非存在（束縛

の強化が起きないということ）に関する先

行結果を大幅に拡張することに成功した。

予備的検討では，Feshbach mapを用いたた

めに相互作用の強さを表す結合定数が十

分小さいときにしか基底状態の非存在が

いえなかった。本研究では、Feshbach map

を用いない証明を開発できたので、結合定

数への制限が緩くなり、ある程度の大きさ

の結合定数まで結果を拡張することがで

きた。一方で，結合定数が十分大きいとき

は，基底状態が存在（束縛の強化が起きる

ということ）することが廣島-Spohnの結

果によって知られていたが、これに関して

も証明法を詳細に検討し、改良することが

できた。これにより、先行結果における基

底状態が存在するための結合定数の大き

さの下限を大幅に下げることに成功した．

以上によって、これまで未解決であった結

合定数が中間的な領域にあるときは，基底

状が存在するか否かという問題に対して，

ある意味でその解答を与えることができ

た。次のようなものである：非相対論的量

子的粒子の質量と短距離型（外力）ポテン

シャルＶによって定まる定数Ｋがあって，

Ｋは正の数のパラメータεごとに定まる

外力ポテンシャルのスケール変換Ｖ(ε)



 

 

について不変であり、Ｖ(ε)を外力ポテン

シャルにもつ双極近似のパウリ・フィール

ツ模型のハミルトニアンＨ(ε)について

次が成り立つ； 

①結合定数が定数Ｋより小さいときは，

任意の正の数εにして，Ｈ(ε)は基底状

態を持たない。 

②結合定数がＫ＋εより大きいときは， 

Ｈ(ε)は基底状態を持つ。 

このことから定数Ｋは，基底状態が非存在

になる結合定数のよい評価を与えていると

いえる。また、この定数Ｋに関する厳密な

表示が、外力ポテンシャルＶと粒子の質量

によって与えられることも示した。ここで

用いられた非存在の証明方法は，シュレデ

ィンガー作用素（非相対論的量子的粒子の

ハミルトニアン）の負の固有値の個数評価

として知られるビルマン・シュヴィンガー

の原理の場の量子への拡張のひとつと考え

られるものであり、今後他の模型を研究す

るときにも有効であると考えられる。 
 

（２） ２年目の研究実施計画は，前年度開発

された（双極近似のパウリ・フィールツ模

型のハミルトニアンの基底状態を解析する

ために用いられた）ビルマン・シュビヴィ

ンガー型の証明の手法を応用して、双極近

似なしのパウリ・フィールツ模型などを含

む量子場と相互作用する量子系を記述する

さまざまな模型のハミルトニアンの基底状

態と結合定数との関係を明らかにし、束縛

の強化について詳しく調べることであった

。上で述べた非存在証明の方法は、より具

体的にいうと、ハミルトニアンを並進対称

な作用素とそうでないものに分解し、前者

の性質がどのように反映されるかをみるも

のである。前年に研究された双極近似のパ

ウリ・フィールツ模型では、並進対称な作

用素が既存の研究でよくわかっているもの

（シュレディンガー作用素）に変形できた

ので、その性質を場の量子論の文脈へ拡張

することができ、基底状態の非存在を証明

することが可能となった。２年目に解析を

おこなったハミルトニアン（双極近似なし

のパウリ・フィールツ模型や二対のネルソ

ン、ポーラ論模型など）の場合は，並進対

称な作用素が十分研究されたものではなか

ったので、予備的研究として、その一般的

性質について理解を深める必要性が生じた

。並進対称な作用素は運動量ごとのハミル

トニアンに（ファイバー）分解可能である

ことが知られている．そこで，運動量など

で分解可能な作用素に関する研究を行った

。特に、（（擬）運動量で分解することが

可能な）結晶中を運動する粒子のハミルト

ニアンのスペクトルについ、詳しく調べた

。このような粒子のハミルトニアンは、グ

ラフ上のラプラシアンとみなすことができ

る。グラフ上のラプラシアンのスペクトル

の構造については純数学的な関心も高い。

１，２次元の格子をある一定の法則（ここ

では、格子点にペンダントエッジを付加す

ることを考えた）に従って、変形させると

き、その格子（グラフとみなす）上のラプ

ラシアンのスペクトルがどのように変化す

るかについて調べ、以下のような結果を得

た： 

①１次元（結晶）格子を上で述べた法則

に従って周期的に変形させると、その変

化に応じて、束縛の強化が起きる（この

場合は、固有値が現れる）ことがわかっ

た。また、束縛の強化が起きるための必

要十分条件も得られた。さらに、１次元

格子に対するこの種の変形ではスペクト

ルにバンドギャップが常に現れることが

証明された。 

②２次元格子および六角格子の場合も①

と同様の変形によって、束縛の強化が起

きることがわかった。スペクトルのギャ

ップについては、１次元格子の場合と異

なり変形の仕方によって、スペクトルに

ギャップが現れたり、ギャップが消えた

りすることがわかった。 
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