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研究成果の概要（和文）：頂点作用素代数と作用素環の局所共形ネットはカイラル共形場理論を 数学的に扱うための
二つの枠組みであり，両者の間に様々な類似性は あるものの，これまで直接的な関係は見つかっていなかった． Carp
i, Longo, Weiner と共に，強局所性という条件を付ければ 頂点作用素代数から局所共形ネットを構成することができ
，この局所 共形ネットから元の頂点作用素代数が復元できることを示した． さらに強局所性が成り立つための簡単な
十分条件も示した．これは 十数年来の懸案を解決するものである．さらに頂点作用素代数としての 自己同型群と局所
共形ネットとしての自己同型群が同じであることも示した． 

研究成果の概要（英文）：Vertex operator algebras and local conformal nets (of operator algebras) are two 
mathematical frameworks to study chiral conformal field theory. Many analogies between the two have been 
known, but no directi relations were known so far. With Carpi, Longo and Weiner, we have proved that we 
can construct a local conformal net from a strongly local vertex operator algebra and we can also recover 
the original vertex operator algebra from this resulting local conformal net. We have further given a 
simple sufficient condition for strong locality. This gives a solution to an important problem studied 
over more than ten years. We have also shown that the automorpshim group of a vertex operator algebra and 
that of the corresponding local conformal net coincide. This result applies to many examples including 
the Moonshine vertex operator algebra. (The case of the Moonshine vertex operator algebra was known 
before.)

研究分野：作用素環論
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１． 研究開始当初の背景 
場の量子論の数学的研究は，Wightman 場
に基づく流儀が古くからよく知られている
が，それに対し，観測可能量の生成する作用
素環の族を研究対象とする，代数的場の量子
論と呼ばれる方法が 50年ほど前に成立した．
長い間，進歩が速いとは言い難かったが，2
次元 Minkowski 空間の上の共形場理論に
ついては，この 20 年ほどの間に大きな進展
があった．これはほとんど数学の全分野と関
係すると言っていいほどの大きなテーマで
あるが，作用素環論の立場からは，1 次元円
周上の区間でパラメトライズされた作用素
環の族を数学的に研究することが主要な問
題となる．この族は，しかるべき公理を満た
すもので，局所共形ネットと呼ばれる．この
局所共形ネットについて，例を作ったり，不
変量を考察したり，分類したり，種々の条件
の間の関係を考察したりすることが数学的
な研究である．この理論が作用素環論におけ
る Jones の subfactor 理論と深い関係を持
つことは，Longo によって 1980年代末に 
明らかにされた．また subfactor 理論の解析
的側面は Popa による進展がはなばなしい．  
 
２．研究の目的 
 具体的な研究課題を列挙する． 
(1) 表現論的不変量による局所共形ネットの
分類 

(2) 与えられた有限群の，局所共形ネットの
自己同型群としての実現 

(3) 任意のモジュラー圏の，局所共形ネット
の表現による実現 

(4) SL(2, Z) の二つの表現の一致 
 
(1)はさらに，ユニタリな頂点作用素代数との，
表現論まで込めた対応を確立することが大
問題である．これは，Lie群と Lie環の対応 
をさらに高度にしたような種類のものであ
るはずだが，現在わかっていることはごく少
ない．特に，河東が Longo-Muegerと導入し
た局所共形ネットの完全有理性と，ユニタリ
な頂点作用素代数の C_2有限性が対応する 
のではないかと予想している．Kac-Moody 
Lie 環から生じる局所共形ネットの完全有理
性を示すこともこれに関連する問題である． 
次に，(2)は，「与えられた有限群を有理数体
上の  Galois 群として実現せよ」という 
Galois の逆問題(現在も未解決)と類似の問
題と考えられる．Monster 群に対する 
Moonshine 頂点作用素代数に対応する 
Moonshine ネットも河東と Longo によっ
て構成されているが，これを特別なケースと
して含む問題であるので，一般的解決は容易
ではない．しかし，これまでの作用素環論の
研究の歴史から言えば，統一的構成が期待さ
れるので，これを通じ，Moonshine 予想の
研究にも貢献したい． 
(3)では，与えられたモジュラー圏の実現が問
題となる．これはある意味で上の(2)と双対的

な問題である．作用素環論では，量子群や，
Kac-Moody Lie 環の理論では知られていな
い，奇妙なモジュラー圏の例がいくつか知ら
れている．これを，局所共形ネットの表現と
して実現することは大きな問題である．最近
の Evans-Gannon の論文は有用な示唆を与
えていると考えられる． 
(4)は，spin-statistics 定理のある種の拡張と
みなされるものである．これまで知られてい
る例ではすべてうまくっているので，一般的
に正しいと予想している，これは，非可換幾
何学を通じて超共形場理論と関係している
ことが，最近の河東と，Carpi-Hillier-Longo 
の論文から期待される．これをさらに発展さ
せるとミラーシンメトリーの作用素環的研
究につながっていくと考えられる． 
 
３．研究の方法 
本計画は分担者のほかに，外国人共同研究者
として，次の 3 人を加えたグループで行う．
Vaughan F. R. Jones (California 大 学 
Berkeley 校): 
Subfactor 理論を創始し，その応用として 
Jones 多項式を発見して Fields 賞を受賞． 
Roberto Longo (Rome 大学): 共形場理論の
作用素環論的研究において最近 20 年間の研
究をリードする第一人者．ローマに新設され
た数学・理論物理学研究センター所長． 
Sorin Popa (California 大学 Los Angeles 
校): 作用素環の分類理論において，von 
Neumann 以来の歴史的難問を次々と解決．
ICM-2006 の全体講演者． 
また，研究期間中最大のイベントは，2011 年
度の京都大学数理解析研究所のプロジェク
ト研究「作用素環とその応用」である．この
プロジェクトの組織委員は，代表の河東のほ
か，本申請の連携研究者 4名プラス岡本久氏 
(京大数理研)である．(岡本氏は，京大数理
研側との種々の連絡のため入っているもの
で，言うまでもなく専門は作用素環論ではな
い．)具体的には，次の研究集会と，毎週の
セミナーを計画している． 
Conference on C*-Algebras and Related 
Topics: 
2011 年 9 月 5日(月)～9日(金)． 
Winter School on Operator Algebras: 
2011 年 12 月 7日(水)～16 日(金)． 
Conference on von Neumann Algebras and 
Related Topics: 
2012 年 1 月 9日(月)～13 日(金)． 
世界の作用素環論を代表する研究者を集め
るため，特別な額の研究費が必要である．こ
れが，2011 年度の外国旅費(外国人招聘)が突
出している理由である． 
以上について，作用素環論および，その数理
物理学への応用について，世界最高水準の研
究を行う計画である． 
 
４．研究成果 
Carpi, Hillier, Longo, Xu と共に，中心電



荷 c が離散系列 c < 3 に属するときの，
Neveu-Schwarz 代数の真空表現から生じる 
N=2 超 Virasoro ネットと非可換幾何の関
係について研究した． 
N=2 超 Virasoro ネットからは，その普遍 
C*-環が生じるが，ある種の DHR 表現がその 
C*-環の K_0-群の元を与えることを示し，一
方，これらの DHR 表現が，Connes の意味で
の  entire cyclic  cohomology の 元 ，
JLO-cocycle を生じることも示し，それらの
間の index pairing を計算し，Kronecker δ
が生じることを示した． 
また，この流れの中で，物理学者の予想して
いた，character formula の新しい証明を作
用素環論を用いて与えた． 
Carpi, Longo と共に境界共形場理論を作用
素環論の立場から研究した．具体的には，2
次元 Minkowski 空間上の完全有理的 CFT 
ネットに対し，それと局所的に同型な境界共
形ネットを作り出す一般的方法を与えた． 
Suthichitranont と共に，正則局所共形枠付
きネットの構成を行った．これは c=1/2 の 
Virasoro ネット有限個のテンソル積を，あ
る条件を満たす binary code の組 (C,D) を
用いて延長するもので，Lam-山内の頂点作用
素の結果の作用素環版にあたる． 
緒方，Stormer と共に III 型因子環 M，そ
の有限次元 C*部分環 A，M上の正規状態 
φ_i, i=0,1,...,n, (φ_0 は忠実)対し，M
の unitary u があって，A上 Ad u φ_i =φ
_0, i=1,2,...,n, となることを示した． 
Bischoff, Longo と共にモジュラーテンソル
圏から生じる Q-sytem について，一般化され
た  Longo-Rehren subfactor の構成と，
Fuchs-Runkel-Schweigert の  full center 
の構成は同じものであることを証明した．こ
れは Kong と Runkel によって予想されてい
たものである．さらにその応用として，境界
共形場理論における境界条件の分類を行い，
境界の除去と添加の関係を明らかにした． 
Bischoff, Longo, Rehren と共に conformal 
field theory における phase boundary, 
topological defect の研究を作用素環の立
場から行った．代数的場の量子論における 
phase boundary の定義を行い，その基本的
性質を研究した．特に，二つの Q-system の 
braided product の既約分解によってすべて
の phase boundary が生じることを示した．
また，各 phase boundary は二つの Q-system 
の bimodule として表させることを示した． 
さらに Bischoff, Longo, Rehren と共に，
factoriality を仮定しない Q-system の一
般論を整備した． 
頂点作用素代数と(作用素環の)局所共形ネ
ットはカイラル共形場理論を数学的に扱う
ための二つの枠組みであり，両者の間に様々
な類似性はあるものの，これまで直接的な関
係は見つかっていなかった．Carpi, Longo, 
Weiner と共に，強局所性という条件を付け
れば頂点作用素代数から局所共形ネットを

構成することができ，この局所共形ネットか
ら元の頂点作用素代数が復元できることを
示した．さらに強局所性が成り立つための簡
単な十分条件も示した．これは十数年来の懸
案を解決するものである．さらに頂点作用素
代数としての自己同型群と局所共形ネット
としての自己同型群が同じであることも示
した．この結果は，(すでに分かっていた)ム
ーンシャイン頂点作用素代数を含め多くの
例に適用できる． 
物質のトポロジカル相の間の gapped domain 
wall というものが物性物理で研究されてい
るが，その数学的定義を与え，2015 年の Lan, 
Wang, Wenの予想は正しくないことを示した． 
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