
科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１２６０１

基盤研究(B)

2014～2011

周期積分とモチーフの幾何と数論

Geometry and arithmetic of period integrals and motives

５０１９２６５４研究者番号：

寺杣　友秀（TERASOMA, Tomohide）

東京大学・数理（科）学研究科（研究院）・教授

研究期間：

２３３４０００１

平成 年 月 日現在２７   ６ １６

円     9,800,000

研究成果の概要（和文）：混合TateモチーフのHodge実現関手の構成のために、semi-algebraic setを使ってある鎖複
体を構成し一般化されたコーシー公式を証明した。
また混合楕円モチーフについて、深さフィルトレーションをあたえるモチーフのフィルトレーションを定義した。高次
チャウ群からコホモロジーへのサイクル写像の像の次元が大きい曲面の構成をした。
２変数超幾何方程式系が可約になる特別なパラメーターに関する Schwarz 写像を研究した。このタイプの周期逆写像
をテータ関数を用いて記述した。種数２の代数曲線族についてのAbel-Jacobi 写像の像特徴づけた。

研究成果の概要（英文）：We construct a complex using semi-algebraic set and prove generalized Cauchy 
formula to construct a Hodge realization functor of mixed Tate motives.
We introduce a motivic filtration which gives a depth filtration. We construct surfaces which have big 
images of cycle maps from higher Chow groups to cohomologies.
We study Schwarz maps for reducible hypergeometric systems of two variable with a special parameter. We 
describe the inverse period map using theta function. We give a description of the image of Abel-Jacobi 
map corresponding to a family of genus two curves.

研究分野：代数幾何

キーワード： モチーフ　周期積分　代数的サイクル　コホモロジー
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 

代数多様体の不変量として代表的なものに
コホモロジー理論があるが、モチーフの理論
は代数多様体の普遍的なコホモロジー理論
といえる。とりわけ近年では混合モチーフの
理論が整備されつつあり、それに従って
Beilinson-Soule の消滅予想など新たな問題
も持ち上がっている。混合モチーフとして表
されるものとして従来のコホモロジーのほ
かに基本群などの、より精密なホモトピー的
な不変量も扱えるようになっている。これら
が扱えるようなホップ代数を始めとする代
数系との関連も重要となってきていた。 

 

さらにこれまでの周期積分の研究に現れる
テータ関数や超幾何関数は特殊関数のなか
でも幾何学的なオリジンをもつことから代
数的サイクルや代数的対応とも関連が深く、
あらたな形の算術幾何平均も幾何学的に意
味のある関数等式から導かれるという点で
モチーフ的な観点からの研究が有効である
ことがわかりつつあった。 

 

２．研究の目的 

ホッジ理論を用いることにより古典的な周
期積分を一般的の多様体を扱うことが可能
となったが、さらに詳しく周期写像を研究す
るには多様体個々の周期積分を扱うのみな
らず、多様体の族から得られるホッジ構造の
変形理論を考えることが有用である。ホッジ
構造の変形から得られるガウス・マニン・シ
ステムを考えることにより、微分方程式論的
な扱いが可能となり、さらにその解の接続に
由来するモノドロミー作用を考えることに
より多くの情報が得られる。例えば、モノド
ロミー作用の像はリー群の離散群となるの
で完全な決定は一般には難しい問題である。 

 

しかし特殊なときにはある場合には決定可
能であり、その像のようすが周期積分の変形
からえられる周期写像の満たすべき性質に
強い制限を与える。本研究では、それら抽象
的な理論を数論的、幾何的に特色のある多様
体に対して適用することにより、古典的な対
象物の延長線上にある多様体、とくにテータ
関数を始めとする保型関数などと関連する
モジュラー多様体、超幾何関数などと関連す
る射影空間の分岐被覆や配置空間の幾何、K3

曲面の族などを扱う。これらにおいては抽象
的理論が精密な形で実現されており、その意
味である意味で楕円曲線の類似ともいえ、そ
れらの多くは数論的な問題にあらわれる対
称性の豊かな多様体である。さらに代数多様
体のホモトピー理論であるといわれる、混合
モチーフ理論と周期積分の延長ともいえる
高次単数基準写像を用いて多重ゼータ値、多
重対数関数、楕円多重対数関数などの数論的
特殊関数を研究することを目的とする。 

これらは特殊多様体としては一番基本的な
もので、これらに関する周期写像を研究する

ことが重要であるのみならず、それらの一般
化として注目されているカラビ・ヤウ多様体
などのより高次元の多様体へのあしがかり
となる。実際トマエの公式などは松本―寺杣
により、ある特殊なカラビ・ヤウ多様体の周
期写像に関する定理へと拡張されている。こ
のような解析ができるのは、カラビ・ヤウ多
様体としては射影空間の 2重被覆として得ら
れている特殊なもので、超幾何関数と関連の
ある多様体であることに起因している。高次
元の多様体のホッジ構造の変形のより詳し
い解析も初めに述べた研究の延長線上にあ
る。 

 

本研究のもう一つの柱はモチーフ理論とそ
の基礎となっている、代数的サイクルと周期
積分の相互関係を利用して双方の研究に利
用することである。例えば、代数的サイクル
や代数的対応を活用することによりこれま
で見えてこなかった周期積分の関係式が幾
何学的な起源をもとに深い考察ができるよ
うになる。代数的サイクルや代数的対応を活
用することによりこれまで見えてこなかっ
た周期積分の関係式が幾何学的な起源をも
つことがわかる。 

 

３．研究の方法 

（１）混合テイトモチーフのホッジ実現に関
して。Bloch と Kriz により、Hodge 実現と周
期積分を使った Hodge実現が定義されている
が、証明と構成法にに不十分な点がみとめら
れていた。これを明らかにする。 
（２）楕円モチーフの研究に関して。ブロー
ドハースト・クライマー予想に現れるフィル
トレーションを理解する必要性があった。そ
のためには楕円モチーフと混合テイトモチ
ーフの関連を明らかにする。 
（３）曲面上のチャウ群の構成について。こ
れまでミュラースタック、コリノ、斉藤秀司
らが構成したものなどがあったが実際に高
い階数のものが構成することは今後の研究
の手がかりとして有用であるが、具体的に構
成された例が少なくかった。また、その元を
実際に構成するために位相的な計算の助け
をかりる方法をとる。 
（４）ベクトルバンドルに付随する幾何的に
得られる代数的サイクルの計算について。楫
氏からの問題提起としてプリュッカー埋め
込みの次数の明示公式が必要となったが、こ
れを計算する式はあたえる。 
（５）超幾何微分方程式系の線形独立な解た
ちを並べて得られる射影空間への写像は、
Schwarz 写像と呼ばれる。この写像に関する
これまでの研究では、超幾何微分方程式系が
既約なものに限られていた。可約なものを研
究する手がかりとして、２次元に関する様子
を見ることを問題とする。 
（６）ｐ－進微分方程式は通常の微分方程式
と類似の性質が期待できるものもある。また
エタール基本群とｐ－進基本群の関係はさ



まざまな問題が未解決として残っており、コ
ンダクターなどのｐ－進解析特有の現象の
解析をする。 
 
４．研究成果 
 
（１）モチーフと代数的サイクルに関する研
究 
 
① 混合 Tate モチーフの Hodge 実現関手の
構成の研究を続けた。周期積分を使って
Hodge 実 現 を 定 義 す る た め に 、
semi-algebraic setを使ってある鎖複体を構
成した。その鎖複体が必要な性質を持つこと
を証明した。さらに対数積分によって得られ
る augmentation を研究した。ホッジ実現の
際必要となる、一般化されたコーシー公式を
証明した。これはブロック・クリズの論文の
なかで公理として仮定されたものである。今
後は、Bloch と Kriz の定義した Hodge 実現と
周期積分を使った Hodge 実現が同じであるこ
とを証明する。よりくわしく、コーシー公式
を証明のために実半代数的集合のうえで一
位の極をもつ微分形式の積分について以下
の研究をした． 
a 実半代数的集合の上の有理微分形式の
Lebesgue 積分についての一般論を展開した． 
b 実半代数的集合のうえで一位の極をもつ微
分形式が与えられたとき，その集合と極の因
子の交わりの次元に関するある条件のもと
で収束することを証明した．c 実半代数的な
三角形分割をもつ空間のホモロジー理論を
構築した．d 実半代数的集合の上の微分形式
についての Stokes formula を証明した． 
 
② ホッジ実現の時には深さフィルトレー
ションをあたえるような絶対ガロア群の冪
零商とモチビックガロア群における新しい
フィルトレーションを定義した。これはテイ
ト曲線の基本群の上に定まる楕円フィルト
レーションによって得られるものである。混
合楕円モチーフの理論をもちいると、尖点形
式との関係を考えることができる。この構造
を用いると、いくつかの標準的な予想のもと
にブロードハースト・クライマー予想のある
部分が確認できる。 
 
③ 高次チャウ群からコホモロジーへのサ
イクル写像の像の次元が大きい曲面の構成
をした。高次チャウ群はチャウ群の右完全性
を補完するために考案されたものである。曲
面上のチャウ群の構成についてはこれまで
ミュラースタック、コリノ、斉藤秀司らが構
成したものなどがあったが実際に高い階数
のものが構成された例が少なくかった。その
の元を実際に構成することは難しい。これを
構成するのために多くの直線を含む曲面を
取り上げた。さらにそれらの元が十分に独立
であることを調べるために、エタールコホモ
ロジーにおけるサイクル類を考えた。そこか

ら由来するコホモロジーの拡大を考えて、そ
の群のコホモロジークラスを計算した。実際
の計算はモノドロミー・ウエイト・フィルト
レーションをもちいて局所的な計算に帰着
し、さらにそれを、２重対数関数の解析接続
公式に帰着した。さらに構成された元たちの
独立性を示す際に用いられたサイクルマッ
プも、位相的にえられた元の独立性を示すた
めに利用できて、今回の研究でその有用性が
確認できた。モノドロミーの計算に多重対数
関数を用いていることにより議論が簡明に
なった。 
 
④ ベクトルバンドルに付随する幾何的に
得られる代数的サイクルの計算で有名なも
のとしてよく調べられているものにシュー
ベルト解析がある。得られた公式はプリュッ
カー埋め込みがその幾何学の範疇であるの
に次数に関する結果が知られていなかった。
セルバーグ積分との意外な関連によりさら
に物理的な解釈が可能であることが示唆さ
れる。 
 
（１）周期積分に関する研究 
 
① 超幾何微分方程式系の線形独立な解た
ちを並べて得られる射影空間への写像は、
Schwarz 写像と呼ばれる。この写像に関する
これまでの研究では、超幾何微分方程式系が
既約なものに限られていた。Appell の F_2 
と呼ばれる。２変数超幾何方程式系が可約に
なる場合でも有効であるモノドロミー表現
と可約になる特別なパラメーターに関する 
Schwarz 写像を研究した。得られたモノドロ
ミー表現は、真の不変部分空間を有している
が、その空間の幾何学的な特徴づけを与えた。
解の積分表示と関係している既約でないエ
クスポネントをもつ超幾何方程式に関連す
る曲面のコホモロジーは混合ホッジ構造の
がはいる。これまで、周期写像は簡約型代数
群に付随する対称領域をターゲットとして
いたが、このようなタイプの周期写像はそれ
らとベクトル空間との積がターゲットとな
る。さらにその逆写像をテータ関数を用いて
記述した。この曲面は直線の配置で分岐する
被覆で得られるが、配置を回復するには拡大
類に関する周期を用いなくてはならないと
ころが、これまでの周期写像とは異なるとこ
ろである。これを正確に定式化するためにホ
ッジ構造の拡大の理論が不可欠となった。こ
れまでホッジ構造の拡大まで考えて周期写
像をつくり、さらに逆周期写像までこめて保
型関数などを用いて完全に記述する例がな
かったのが、目的が達成されたといえる。射
影直線の４点で分岐する分岐被覆となる種
数２の代数曲線族についての Abel-Jacobi 
写像を用いて、複素平面と２次 Siegel 上半
空間の直積空間への写像として Schwarz 写
像を実現した。その像をあるテータ関数の零
点集合として特徴づけて、逆写像をテータ関



数を用いて具体的に表示した。これまでの周
期写像に関するこれまでの技法が使われた。
さらに twisted homology group 上にある交
点形式を用いて、circuit 変換は基底の取り
方によらない形で与えている。その結果の系
として、可約になった場合でも有効である基
底に関するモノドロミー表現も具体的に与
えた。 
 
② 虚数単位 i が作用する楕円曲線に対し
て、Abel-Jacobi 写像の逆写像をテータ 関
数を用いて具体的に与えた。その逆写像を利
用して、楕円曲線上に定義される (1+i) 倍
写像を具体的に表示し、反復平均の極限が超
幾何級数で表示できることを示した。１の原
始６乗根が作用する楕円曲線に対しても同
様の結果が得られた。 
 
（３）p-進周期積分に関連する研究 
 
① X を標数 p > 0 の体 k 上の連結平滑代
数多様体の開埋入で補集合が連結平滑因子 
であるものとし， E を (X,X) 上の過収束ア
イソクリスタルとするとき， E の微分 
Artin 導手が，ほとんどの曲線からの 
transversal な局所閉埋入 i : (C,C) ,→ 
(X,X) による E の引き戻し i ∗ E の微分 
Artin 導手と一致することを示した． 
② V を混標数 (0,p) の完備離散付値環， 
X ⊆ X を V 上の半安定還元スキームの開埋
入で X が V 上固有， D 補集合が相対正規交
叉因子であるものとする．このとき，適切な 
p 進非リュービル性を持つ Σ ⊆ Z p /Z を
決めると X の特殊ファイバー上の対数的過
収束アイソクリスタルで Σ 冪単なものの
なす圏から X の一般ファイバー上の可積分
接続付加群で Σ 冪単なもののなす圏への
忠実充満関手が対数的延長関手，代数化関手，
制限関手の合成により定まるが， Σ が群を
成すときにこの関手がテンソル積と整合的
であり，対応する淡中双対の全射を定めるこ
とを示した． (V. Di Proietto 氏との共同
研究 )  
③ (k,N) を標数 0 の標準的対数点， 
(X,M) →(k,N) を (k,N) 上の準射影的な単
純正規交叉対数的代数多様体とするときに，
適切な対数的可積分接続付加群のなす圏の
淡中双対として定まるドラーム基本群の完
全列を純代数的に構成した．また副可解商に
対しての最初の射の単射性を純代数的に示
した． (V. Di Proietto 氏との共同研究 )  
X を p が冪零かつ滑らかなスキームとすると
き、適当な仮定の下で Xのフロベニウス捻り
状の準冪零可積分 p接続つき加群の圏と X状
の準冪零化石分接続つき加群の圏が圏同値
となり、これは Ogus-Vologodsky 対応の部分
的な一般化となる。 
④ X を正標数の代数閉体上の射影的で滑
らかな代数多様体でエタール基本群が自明
なものとするとき， X 上の収束アイソクリ

スタルは自明なものしかないだろうという
予想が de Jong により提出されている． X 
の最大スロープが非正のときにこの予想が
正しいことを証明した． (H.Esnault 氏との
共同研究 ) 論文を執筆中である． 
⑤ 適切な条件を満たす標数 0 の対数的代
数多様体の切断付きの射 f : (X,M) → 
(S,N) に対して，その相対的な副冪単ドラー
ム基本群の様々な定義が一致することを純
代数的に証明した．応用として f が安定対
数的曲線のときの副冪単ドラーム基本群へ
のモノドロミー作用が純代数的に記述でき
ることを示した． (B. Chiarellotto 氏 ,V. 
Di Proietto 氏との共同研究 )  
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