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研究成果の概要（和文）：研究代表者尾角はSchilling, 坂本らとともに、Ｄ型の最高ウェイトパスと艤装配位との間
の全単射を最も一般的な場合に構成した。これによって、Ｘ＝Ｍ予想は組合せ論的手法でも解決された。分担者中西は
クラスター代数の量子可積分系に関連する側面の研究を共同研究者とともに行い、T(Y)-systemの周期性、dilogarithm
恒等式、完全WKB解析と変異の関係等を明らかにした。分担者国場は、研究開始時の目的には含まれていなかった３次
元量子可積分系の研究を開始した。その後、尾角も含めた共同研究者とともに、量子座標環とPBW基底の関係、四面体
方程式の２次元簡約、マルコフ過程への応用等の成果を上げた。

研究成果の概要（英文）：Principal investigator Okado constructed, with Schilling and Sakamoto, a 
bijection between highest weight paths and rigged configurations for type D in full generality, and 
thereby settled the X=M conjecture in a combinatorial way. Nakanishi studied, with his collaborators, the 
cluster algebra from the aspect of quantum integrable systems and clarified the periodicity, dilogarithm 
identities, the relation between exact WKB analysis and mutation, etc. Although it was not included in 
the purposes of this project in the beginning of the project period, Kuniba started the study of 
3-dimensional quantum integrable systems. Later, together with Okado and other collaborators, he produced 
results, such as the relation between quantum coordinate rings and PBW bases, 2-dimensional reduction of 
the tetrahedron equation, applications to Markovian processes.
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１．研究開始当初の背景 
 量子群が量子可積分系、特に、２次元の統

計力学模型の可解性を理解する過程で生ま

れてきたことはよく知られている。１９８５

年の Drinfeld と神保によるこの新しい代数

の発見により、三角関数型の可解格子模型の

分類はアフィン量子群の有限次元表現の分

類と等価となった。続いて、アフィン量子群

の 有 限 次 元 表 現 の 分 類 は  Chari と 

Pressley により１９９４年になされたが、そ

の中に表現論的に大変興味深いクラスが存

在することに気付いていたのは実は数理物

理学者である Kirillov と Reshetikhin で

あった。彼らは、今では Kirillov-Reshetikhin

加群（以下 KR加群）と呼ばれる有限次元表

現、および、それらのテンソル積が、可解格

子模型を解く伝統的な手法であるベーテ仮

説での状態の数え上げに由来する明示的な

指標公式（フェルミ公式ともいわれる）をも

つことを予想したのである。その後、このＫ

Ｒ加群に関連して研究代表者、分担者らによ

り、のちの研究の道標となる重要な代数的構

造や予想が提出された。 

 

(a) KR 加群に対応する可解格子模型の熱的

ベーテ仮説から導出された代数的構造であ

る T-system, Y-system 

(b) KR 加群が柏原の意味での結晶基底をも

つであろうという予想 

(c) Kirillov-Reshetikhin の 指 標 公 式 の 

q-analogue である X=M 予想 

 

 これらの貢献は１９９０年代中頃から終

わりにかけてのものであるが、量子可積分系

や量子群の表現論・組合せ論の分野における

一つの潮流を生み出した。たとえば(a)につい

ては、T-system がアフィン量子群の有限次

元表現のなすグロタンディック環における

KR 加群の関係式としてとらえられ、

Frenkel-Reshetikhin による q-指標の理論

を応用して、中島啓、Hernandezによりこの

関係式が証明された。さらに、この進展がブ

レイクスルーになり Kirillov-Reshetikhin の

指標公式が Di Francesco-Kedem により最

終的に証明された。また、T-system, Y-system 

は cluster 代数との関係が見出され、この周

辺では目覚ましい進展が続いていた。(b)に関

連しては、KR 加群の結晶基底（KR クリス

タル）から箱玉系と呼ばれる可積分セルオー

トマトン（超離散可積分系）が系統的に構成

され、(c)の X=M 予想を組合せ論的に説明す

る全単射が、対応する系の運動を線形化する

ことがわかっていた。超離散可積分系はもと

もとソリトン方程式の超離散化の観点から

研究が進められてきたが、量子群の表現論・

組合せ論の観点からの研究も加わることに

なり、より一層の進展がもたらされた。 
 
２．研究の目的 
２０年程前に量子可積分系に関連する代

数的・組合せ論的構造の研究から生まれた概

念や予想（ Kirillov-Reshetikhin 加群、

T(Y)-system, ＫＲクリスタル、X=M 予想）

について、重要な進展が続いている。この進

展に深く関与する研究者同士で緊密なグル

ープを組織して、最近の成果を整理し、あと

一息で解決できそうな課題（ＫＲクリスタル

の存在、X=M 予想）については解決を図り、

ただちに応用できる分野（超離散可積分系、

トロピカル幾何）には応用する。さらに、こ

れらの研究過程で今後１０年間のこの分野

における研究の道標となるような概念や予

想を導出することを目指す。 

本研究では５年間の研究期間の間に特に

次の４点を重要課題において研究を行う。 

 

 ① 例外型 KR 加群の結晶基底の存在証明、

および、その組合せ論的構造の決定 

 ② 非例外型のランクに関する制限がない

場合の X=M 予想の解決 

 ③ ①②の結果の超離散可積分系への応用、



トロピカル幾何との関係の探究 

 ④ cluster 代数での成果を KR 加群、さら

には可積分系へのより詳しい理解につなげ

ること 
 
３．研究の方法 
 まず研究目的①については、例外型アフィ

ン量子群のある一つの系列（随伴系列）の

KR 加群については、すでに系統的に結晶基

底の存在はわかっている。さらに、２０１０

年２月に始めた Fourier, Schilling との共同

研究で、Ｅ６型ＫＲクリスタルの組合せ論的

構造についてもすでにデータが出てきてい

る。このデータを詳細に吟味し、Misra との

共同研究で得られたＧ２型、Ｄ４^(3)型の結

果も参考にして、Ｅ６型の場合の組合せ論的

構造を決定する。E6 型がすめば、E7,E8 型

へと解析を進める。cluster 代数はアフィン

量子群の有限次元表現のグロタンディック

環と関係しているので、分担者の中西とよく

議論する。 

 ②については、まずランクが十分大きいと

きの証明を再検討することが必要になる。Ｘ

の側をＡ型のＸに帰着した Lecouvey と 

Shimozono との研究では、反転可能なディ

ンキン図をもつアフィン量子群のＫＲクリ

スタルがディンキン図の反転と両立する自

己同型をもつことが基本的であった。ＸはＫ

Ｒクリスタルのテンソル積の最高ウェイト

元をある重みをつけて足しあげた母関数で

あるが、この重みを計算する関数が自己同型

に関してある単純な関係式をもつことがカ

ギだったのである。申請時に、この関係式が

ランクが十分大きいときだけでなくまった

く一般の場合にも成り立つことが実験によ

りわかってきた。一方で、Ｍ側でのこのよう

な簡単な関係はまだ不明である。この点につ

いてまず検討を重ねる。また、この問題には

別のルートからのアプローチもある。

Kirillov-Schilling-Shimozono によるＡ型の 

X=M 予想の解決にみるように、Ｘの各項を

定義する組合せ論的対象物とＭの方のそれ

との間に直接全単射を構成するのである。こ

の方法を適用するためにはＫＲクリスタル

を列スプリットすることが必要になるのだ

が、申請時現在 Schilling と坂本とで可能性

を検討している。 

列スプリットがきちんと定義されれば D

型の場合の X=M 予想に本格的に取り組むこ

とになるだろう。非例外型における D型の役

割は非常に基本的で、本質的な困難はすべて

D型に含まれていると考えられるからである。

またこのテーマに関しては、Xの KR加群と

は限らない有限次元表現のテンソル積への

拡張の問題がある。この拡張した多項式を厳

密に定義すれば、 Kazhdan-Lusztig 多項式、

Macdonald 多項式等既知の重要な多項式と

も関係していることが予想され、新しい研究

の萌芽となる。この可能性についても挑戦す

る。 

③については、分担者の国場がいちばん詳

しいので、代表者のＫＲクリスタル、X=M 予

想に関する研究成果を検討してもらい、必要

に応じて研究協力者を加えることにより研

究を進める。超離散可積分系への応用は、②

の X=M 予想が解決すれば急速に進展する。

X=M を組合せ論的に説明する全単射が、対

応する超離散可積分系を線形化するからで

ある。なお、この枠組みはアフィン量子群が

例外型の場合でも成立することが十分予想

されるので検討を開始する。 

④の cluster 代数との関係については、分

担者の中西が詳しいので、まず中西に国内外

における cluster 代数の研究動向を探って

も ら い 、 特 に  dilogarithm 恒 等 式 、

T(Y)-system との関係を整理してもらう。必

要に応じて分担者の国場もこれに参加する。

この分野は進展著しく、また興味をもってい

る研究者も多いので、２３年度の秋に勉強会

の性格をもった研究会を開く。 

 最後になったが、国内外の関連分野の学



術動向を調べたり、研究グループ内の意見

交換をするために、国際研究集会、小研究会

を毎年開催する。代表者、分担者の３人が中

心となり、緊密に連絡を取りあって準備する。

規模やテーマ等については、学術動向や研究

計画の進展状況に応じて柔軟に対応する。 
 
４．研究成果 
 まず「研究の目的」に記した項目①～④に
従って関連する成果を列挙する。 
 項目①について研究代表者尾角は、非例外
型アフィン型に対応するすべてのKRクリスタ
ルが単純であることと、相似性をもっている
ことを示した[雑誌論文⑦]。 
 項目②については、尾角が坂本、Schilling
ととともに、D型のKRクリスタルに対して列ス
プリットを定義した[雑誌論文⑪]。その後こ
れを突破口として、尾角は坂本、Schilling, 
Scrimshaw とともに、アフィンＤ型の場合の
パスと艤装配位との間の全単射の構成問題を
解決した[preprint]。例外型のE6については
、学生の佐野とともに研究した[雑誌論文⑩]
。 
 項目③については、尾角が Misra およびそ
の学生である Wilson とともに、例外型アフ
ィンリー代数G2

(1)に付随する可積分セルオー
トマトンを調べ、系に存在するソリトンの種
類や２つのソリトンの散乱則についての結果
を出した。また、尾角はKirillov-Schilling 
-Shimozono全単射の相似性を調べ、この写像
の連続化を考察した。 
 項目④については中西が主に担当した。
cluster 代数をKR加群の理解に結びつける研
究はならなかったが、それを補って余りある
成果が得られた。まず Kashaev との共同研究
により、量子団代数の周期性に付随する量子
dilogarithm恒等式の種々の表示（局所形、ト
ロピカル形、普遍形）を導出した。さらに、
局所形から量子力学的手法によって半古典近
似として古典dilogarithm恒等式が得られる
ことを示した[雑誌論文⑰]。さらに 
nilpotent double affine Heck 代数に現れる
ダイログ恒等式の証明、有限型団代数の変異
同値とc ベクトルの明示的記述[雑誌論文⑨]
、sine-Gordon Y-system に対する周期性とダ
イログ恒等式の証明などの結果を得た。また
平成２５年度には岩木との共同研究で、完全
WKB解析における変異理論の研究を開始し、
StokesグラフやVorosシンボルの変異が団代
数の変異とその一般化により記述されること
を明らかにした[雑誌論文⑰]。 
 研究開始当初には想定できなかった成果も
いくつか得られた。以下に列挙する。 
(a) 国場は、四面体方程式の解を特殊化した

ものが B, Dおよび捻れD型量子アフィン
リー環のスピン表現の量子R行列に一致
する事を証明した。 

(b) 国場・尾角は、C3型量子座標環の表現論
を用いて３次元反射方程式の解の明示式
を求めた[雑誌論文⑭]。３次元反射方程
式の非自明解は今までに見つかっておら
ず、この解が最初の解となった。 

(c) 国場・尾角は研究協力者の山田泰彦とと
もに、有限次元単純リー環に付随する量
子座標環の Intertwiner が、対応する量
子展開環のべき零部分代数の Poincare 
-Birkoff-Witt 型基底間の基底変換行列
に一致することを示した[雑誌論文⑧]。
この研究は量子群、特に、量子座標環に
関する興味深い研究をいくつか誘発する
ことになった。 

(d) 国場・尾角・Sergeev は四面体方程式の

２次元簡約を考察し、量子アフィン代数

の q-振動子表現や一般化量子群の表現

などが現れることを見出した[雑誌論文

②④⑤]。 

(e) 国場・丸山・尾角は相互作用する多種粒

子系として記述される新しい１次元系マ

ルコフ過程を定式化した。結晶基底理論

と四面体方程式を応用して定常状態の行

列積による構成を与え、遷移確率が非一

様な場合への拡張を行った[雑誌論文①]。 
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