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研究成果の概要（和文）：KZ方程式のモノドロミー表現として記述される組みひも群の量子表現と，ホモロジー表現と
の関係を明らかにした．リーマン球面上の共形場理論における共形ブロックの空間の多変数超幾何関数の積分表示を，
積分サイクルの構造も込めて明らかにし，KZ接続がGauss-Manin接続とみなせることを証明した．また，対数微分形式
の反復積分を用いたChenのホモロジー接続の概念を発展させて，配置空間のホモトピー・パス亜群の高次の圏としての
表現により，組みひも群の量子表現の高次の圏への拡張を構成した．

研究成果の概要（英文）：We clarified the relation between quantum representations of braid groups 
appearing as the monodromy representations of KZ equations and homological representations of braid 
groups. We gave an expression for the basis of the space of conformal blocks in conformal field theory on 
Riemann sphere by means of mlti-variable hypergeometric functions by specifying integration cycles. We 
showed that the KZ connection in conformal field theory can be regarded as a Gauss-Manin
connection. By developing the notion of Chen's formal homology connection and iterated integrals of 
logarithmic forms, we constructed higher category extensions of quantum representaitons of braid groups 
as representations of homotopy path groupoids of configuration spaces as higher categories.

研究分野： 位相幾何学
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１．研究開始当初の背景 
組みひも群の表現の理論については，量子群
との関係，KZ 方程式のモノドロミー表現と
の関係などが明らかにされてきた．また，こ
れは，配置空間上の対数的微分形式の反復積
分と密接に関係していて，Kontsevich積分と
の関連で，有限型量子位相不変量への応用が
研究されてきた．一方，Bigelow, Krammer
によってホモロジー表現とよばれる組みひ
も群の表現が忠実であることが証明され，こ
のような表現と，量子群あるいは KZ方程式
との関連が重要な問題となっていた．また，
共形場理論における共形ブロックの空間の
具体的な積分表示は，多変数の超幾何関数，
配置空間上の局所係数のホモロジー群につ
いての問題を提供していて，これを解決する
ことは，大きな課題となっていた． 
 
２．研究の目的 
反復積分の理論はK. T. Chenによって，1980
年代にループ空間のド・ラム理論，微分形式

による基本群の構造の記述などを目的とし

て創始されたものである．その後，配置空間

上の対数微分形式の反復積分による組みひ

も群の表現に関する研究代表者の研究など

を経て，反復積分は，結び目に対する

Kontsevich積分などとして深化していく．本
研究では，反復積分の理論を量子位相不変量

の構成に応用すること，共形場理論における

モノドロミー表現の構造の解明しこれを

Gauss-Manin 接続として記述すること，周
期積分を用いた配置空間の幾何構造を明ら

かにすること，配置空間のループ空間のホモ

ロジーの代数構造を記述することにより有

限型位相不変量のホモトピー論的な意味を

確立することなどを目的とする． 
 
３．研究の方法 
本研究は反復積分の理論を中心にすえつつ，
リーマン面のモジュライ空間と写像類群，配
置空間などの幾何学的対象を広範に研究し，
さらに，ループ空間の研究に用いられる代数
的位相幾何の手法，周期積分，位相的場の理
論の手法などを横断的に用いて研究を展開
した．しこのような幅広い分野の研究者の緊
密な連携がはかった．そのために，分野間の
交流をはかるセミナー，ワークショップを定
期的に開催した．特に，2007年 10月に東京
大学柏キャンパスに発足したカブリ数物連
携宇宙研究機構 (Kavli Institute for the 
Physics and Mathematics of the Universe, 
略称 IPMU)の活動との連携は，幾何学と数理

物理の融合的な研究のため，本研究では重要
な役割を果たす．研究代表者	 河野俊丈およ
び，連携研究員	 斎藤恭司は，IPMUの主任
研究員を併任しており，本研究は，IPMUと
の共同セミナーの開催によって，幅広い分野
の数学の研究者と，理論物理学を招へいして，
研究者との間の研究交流を促進した． 
	
４．研究成果	
Riemann 球面上の，Wess-Zumino-Witten
模型から構成される共形場理論においては，
共形ブロック束は Riemann 球面上の点の配
置空間上のベクトル束となり，KZ 方程式と
よばれる平坦接続が入る．この接続のホロノ
ミーとして，組みひも群の線形表現が得られ
る．一方，組みひも群のホモロジー表現は，
点付き円板の写像類群のその配置空間のア
ーベル被覆のホモロジー群への作用として
定義され，Krammer, Bigelowらによって研
究された．本研究では，KZ 方程式の解の超
幾何関数による積分表示を用いて，組みひも
群のホモロジー表現と KZ方程式のモノドロ
ミー表現との関連を明らかにした．具体的に
は，パラメータが一般の場合に，Verma加群
のテンソル積の零ベクトル空間への組みひ
も群の作用がホモロジー表現と同値である
ことを証明した．さらに，配置空間の局所系
係数のホモロジー群への量子群の作用を調
べ，組みひも群のホモロジー表現の量子対称
性を記述した．共形場理論に現れるのは，パ
ラメータが特殊な，無限遠においてレゾナン
トである場合であり，共形ブロックへの組み
ひも群の表現と量子群の 1のベキ根における
表現の対称性をもつ．この場合に，積分サイ
クルの構造を詳しく調べて，KZ 方程式が，
代数多様体の周期積分の満たす微分方程式
として表されること，つまり，Gauss-Manin
接続としての表示されることを示した． 
	 共形場理論において，Riemann面のモジュ
ライ空間上のベクトル束の射影平坦接続の
モノドロミー表現として，写像類群の共形ブ
ロックへの作用が定まる．L. Funarとの共同
研究において，このような表現による写像類
群の像の構造を明らかにした． 
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