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研究成果の概要（和文）：対合付きK3曲面の同変解析的捩率から得られる不変量を研究し, その不変量をモジュライ空
間上の関数として決定した. 特に, 対合付きK3曲面の解析的捩率不変量が常にBorcherds積と固定曲線のテータ定数の
積として表示される事が明らかになった. また, 3次元Calabi-Yau多様体のBCOV不変量を研究し, Borcea-Voisin多様体
のBCOV不変量を決定した. 3次元Calabi-Yau軌道体のBCOV不変量を導入し, Borcea-Voisin軌道体の場合にクレパント解
消のBCOV不変量との一致を示した. 解析的捩率の研究とは別に, BorcherdsΦ-関数の代数的表示を得た.

研究成果の概要（英文）：We studied the holomorphic torsion invariant of 2-elementary K3 surfaces and we 
determined its explicit formula as a function on the moduli space. It turned out that, for all 
topological types of involutions, the holomorphic torsion invariant is expressed as the product of an 
explicit Borcherds product and theta constants.
We also studied the BCOV invariant of Calabi-Yau threefolds and we determined its explicit formula as a 
function on the moduli space for Borcea-Voisin threefolds. We introduced BCOV invariants for Calabi-Yau 
orbifolds and made comparison of BCOV invariants between Borcea-Voisin orbifolds and their crepant 
resolution.
We studied the Borcherds Phi-function and obtained its algebraic expression. Namely, the value of the 
Borcherds Phi-function at the period of an Enriques surface is expressed as the product of its period and 
the resultant of its defining equation. As a by-product, we obtained an infinite product expression of 
theta constants of genus 2.

研究分野：複素幾何学
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１．研究開始当初の背景 
(1)	
 弦理論における双対性に触発され,	
 2004
年に報告者は解析的捩率を用いて対合付き
K3 曲面の不変量τMを構成し,	
 さらにその不
変量が定めるモジュライ空間上の関数の保
型性を示した.	
 この解析的捩率不変量の明
示公式は数例を除いて知られておらず,	
 知
られている場合には全て Borcherds 積を用い
て書けていた.	
 このため,	
 一般の場合の解
析的捩率不変量の明示公式を求めることは
重要な問題であった.	
 
(2)	
 種数 1 ミラー対称性に関連して,	
 3 次元
Calabi-Yau 多様体の BCOV 不変量の大複素構
造極限における標準座標での表示に興味が
持たれていた .	
 特に ,	
 BCOV 不 変量が
Borcherds 型無限積表示を持つ事が種数 1 ミ
ラー対称性の結論に含まれ,	
 そのため BCOV
不変量の構造に注目が集まっていた.	
 これ
まで,	
 報告者と共同研者によりミラー5 次超
曲面と例外型 Borcea-Voisin 多様体の場合に,	
 
BCOV 不変量がモジュライ空間上の関数とし
て決定されていた.	
 それ以外の 3 次元
Calabi-Yau 多様体の変形族で BCOV 不変量が
決定されているものは存在しておらず,	
 BCOV
不変量を具体的に計算することは重要な問
題であった.	
 
(3)	
 Borcherds	
 Φ-関数の代数的表示	
 
1 次元の保型形式である Dedekindη-関数に
対して,	
 三種類の異なる理解が古典的に知
られている.	
 一つは Fourier 展開・無限積展
開による保型形式としての定義であり,	
 一
つは楕円曲線の判別式としての理解であり,	
 
最後の一つは平坦楕円曲線の解析的捩率と
しての理解である.	
 BorcherdsΦ-関数は
Enriques 曲面のモジュライ空間上の零点を
持たない保型形式であるため,	
 楕円曲線と
Dedekindη-関数の間に成り立つ関係と同様
の関係がEnriques曲面とBorcherds	
 Φ-関数
の間に期待されていた.	
 Borcherds	
 Φ-関数
の解析的捩率としての理解は報告者により
知られていたので,	
 Borcherds	
 Φ-関数の代
数幾何学的構成が問題として残されていた.	
 
この様な代数幾何学的構成は Borcherds	
 Φ-
関数の値に対する幾何学的理解を進展させ
る上でも重要である.	
 
	
 
２．研究の目的 
(1) 対合付き K3 曲面の不変量τMおよび対応
する保型形式ΦM のモジュライ空間上の関数
としての構造を決定する.	
 これまで計算さ
れている例では全てτMおよびΦMは IV 型領
域上の保型形式と Siegel 保型形式の積に分
解されているので,	
 この様な分解を全ての
対合に対して確立する.	
 
(2)	
 モ ジ ュ ラ イ 空 間 の 構 造 が 簡 単 な
Calabi-Yau多様体のBCOV不変量を決定する.	
 
特に,	
 モジュライ空間が有界対称領域の算
術商になる Calabi-Yau 多様体に対して,	
 
BCOV 不変量がモジュライ空間上の保型形式
の Petersson ノルムで書けることを示す.	
 

(3)	
 Enriques曲面の適当な射影モデルを用い
て Borcherds	
 Φ-関数を代数幾何的に構成し,	
 
それを CM サイクルにおける値等の特殊値の
計算に応用する.	
 
 
３．研究の方法 
(1)	
 固定曲線のテータ定数を Torelli 写像に
より対合付き K3 曲面のモジュライ空間に引
き戻して得られる保型形式の零因子を決定
する事により,	
 ΦM とテータ定数から定まる
IV 型領域上の保型形式の因子を決定する.	
 
この因子が Heegner 因子であることを示し,	
 
対応する Borcherds 積を決定する.	
 この様に
して,	
 ΦMの構造と因数分解を決定する.	
 
(2)	
 BCOV 不変量の充たす曲率公式において,	
 
モジュライ空間の境界因子からの寄与を決
定し,	
 コンパクト化されたモジュライ空間
上で BCOV 不変量の充たす微分方程式を決定
する.	
 特に,	
 3 次元 Calabi-Yau 多様体の半安
定退化族の場合に, BCOV 不変量の退化を特異
ファイバーから定まる種々の特性類により
書き下す. 
(3) Enriques 曲面の射影モデルとして 5次元
射影空間の(2,2,2)型完全交叉の対合による
商としての表示を考え, この表示を用いて代
数的に普遍被覆 K3 曲面上の多重標準形式を
構成し, その周期として Borcherds	
 Φ-関数
の値を実現する. 
	
 
４．研究成果	
 
(1)	
 対合付き K3 曲面の不変量τMおよび対応
する保型形式ΦM の構造を,	
 普遍定数を除き
決定した.	
 結果的に,	
 τM は或る一系列の
Borcherds 積,	
 及び対合の固定曲線が定める
非零テータ定数全部の積として常に表され
ることがわかった.	
 対合の位相型を表す双
曲型格子の階数が 11 以上の場合,	
 この結果
は論文②として出版され,	
 一般の場合は馬
昭平との共同研究において解決され,プレプ
リントが arXiv:1506.00437 に公開されてい
る.	
 また,	
 日本語による解説が⑤において
与えられている.	
 この研究は現在も継続中
であり,	
 純粋に Borcherds 積だけを与える解
析的捩率不変量の構成と,	
 固定曲線の周期
への応用が見込まれる.	
 
(2)	
 3次元 Calabi-Yau 多様体の半安定退化族
に対し, BCOV 不変量の退化を決定した. また, 
BCOV 不変量の特異性の適当な条件下での局
所性を示し, 特に通常二重点のみを特異点と
して持つ Calabi-Yau 多様体への退化の場合
に, BCOV 不変量の特異性を決定した. この結
果は論文④として出版され, また論文⑥の技
術的基礎を与える.  
(3)	
 モジュライ空間が有界対称領域の算術
商になる Calabi-Yau 多様体の典型例として,	
 
Borcea-Voisin 多様体がある.	
 上記(2)の応
用として , 例外型とは限らない一般の
Borcea-Voisin多様体のBCOV不変量を決定し,	
 
それが Borcherds 積とテータ定数及び
Dedekind	
 η-関数の積として表されること



 

 

を示した.	
 この研究結果は論文⑥として発
表予定である.	
 
(4)	
 3 次元 Calabi-Yau 軌道体の BCOV 不変量
を定義し,	
 大域的軌道体の場合に曲率公式
を示し,	
 Borcea-Voisin 軌道体の場合に BCOV
不変量の明示公式を得た.	
 この結果の観察
から,	
 クレパント特異点解消により BCOV 不
変量が普遍定数を除き不変であるという予
想を提示した.	
 この研究結果は論文⑥とし
て発表予定である.	
 
(5)	
 Enriques 曲面の射影モデルとして 5次元
射影空間の(2,2,2)型完全交叉 K3曲面の対合
による商としての表示を考え, この表示のポ
アンカレ留数と終結式を用いて普遍被覆 K3
曲面上に Borcherds	
 Φ-関数と等価な多重標
準形式をに構成した. また, その周期として
Borcherds	
 Φ-関数の値を実現した.	
 予期せ
ぬ副産物として,	
 種数 2 のテータ定数が
Borcherds 積として表示されることがわかっ
た.	
 この研究は川口周と向井茂との共同研
究であり,	
 プレプリントが arXiv:1308:6454
として公開されている.	
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