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研究成果の概要（和文）：　本研究は、弾性体・流体などの動力学相互作用をエネルギー系として記述し、変分法に基
づいた数学的解法とシミュレーション技法を確立することを目標としていた。相互作用として付着・剥離・衝突を想定
する。対象物が体積保存するなど大域的制約条件が付く場合を取り扱った。
　このために、エネルギー法(Lagrangian)に基づく方法論である離散勾配流法を導入した。これは時間差分空間微分型
汎関数を用いて双曲型方程式の近似解の構成に変分の直接法を用いるものである。この方法は偏微分方程式に比べて大
域的情報を含めやすい。弾性体の振動などを記述する場合に優れている。非局所効果や不連続性のある諸問題の解析も
行った。

研究成果の概要（英文）：We have studied the motion of elastic body, fluid and their interaction. We used 
energy formula and variational method for solving these problems. The main target was hyperbolic free 
boundary problems which can be treated the motion of bubble even with junctions.Our method is based on 
the discrete Morse flow, which is defined by "time difference space differential" type functionals. We 
have constructed approximate solutions for hyperbolic free boundary problems and in easy cases we could 
show the existence of the solution.
 The other feature of this problem is that we can add global constraints such as volume preserving 
constraint.We also developed numerical algorithm based on this idea.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 偏微分方程式　変分問題　数値解析　双曲型自由境界問題
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
本研究は、固体表面上の液滴、水面上の泡

などの動力学と相互作用を（数学的）エネル
ギーを用いて記述し、変分法に基づいた数学
的解法とシミュレーション技法（計算技術）
を確立することを目標としていた。構造物の
相互作用として付着・剥離・衝突を想定する。
この問題では対象物が体積保存するなど大
域的制約条件が付く場合も取り扱う。そこで、
エネルギー法(ラグランジェアン)に基づく方
法論を導入した。これは大域的情報を含めや
すい。しかし、解の存在と正則性を得るため
に強力な武器である最小化法が使えない。こ
の困難を克服し、運動・時間発展を伴う諸現
象で、非局所効果や不連続性のある諸問題の
解析方法を流体などの連成解析も視野に入
れて統合的に扱う解析手法・数値解析アルゴ
リズムの開発を目指していた。 
 研究開始時から注目された問題であった。 
 
２．研究の目的 
本研究は、平面上の石けん膜や液滴・互いに
張り付き合う持つ石けん膜（今後 2 次元モデ
ルをもとにジャンクションのある石けん膜
と呼ぶ）、など弾性体・流体が動力学的相互
作用を起こす現象のモデリングと、変分的手
法に基づく解析法と数値計算法を開発する
ことが目標である。 
 一方、数学的には、接触・衝突を表現する
には、不連続点、微分不可能が出現する系で
考察しなければならない。（スカラーであれ
ば、解のグラフが「折れる」「切れる」など
の特異集合を持つものたちである。）このよ
うなエネルギー集中現象として、調和写像の
defect 、液晶のvortexなどが知られている。
本研究は解に特異構造を持ちうる、「平面上
の石けん膜の振動問題」、「ジャンクションを
持つ石けんの泡たちの解析」を行うことを目
指している。シャンクションとは膜または曲
線が相互に接触している場所で、ここになん
らかの「自由境界」が出現する。数学的な標
語で言うと局所的には双曲型（波動型）自由
境界問題を取り扱うこととなる。 
 さらに、本研究の対象物は「体積不変」な
どという状況が想定される。また、衝突を想
定する場合、「位置エネルギー」などで大域
的情報に規制されることが予測される。この
ような場合、各点での運動方程式である偏微
分方程式で表現できる範疇を逸脱すること
が予想できる。そこで、変分的取り扱いの ラ
グランジェアン 

L = SShape + UPotential – KKinetic 
を用いる。これを離散勾配流で時間差分の近
似エネルギーに変換するなどして強い非線
形性や非局所性などを克服することをめざ
した。我々の問題は、以下の３点に特徴を持
つ。 
（１）形状エネルギー S と 運動エネルギー 
K について障害物（水面など）との衝突によ

るエネルギー消滅条件が付く 
（２）体積保存や対象物同士の衝突（泡同士
など）の解析のために重心位置などの 
大域的制約条件が入る 
（３）対象物同士の接触（相互作用）場所に
自由境界を生ずることがある 
 代表的な例として、「液滴付着現象のダイ
ナミクス」を見てみよう。液滴と平面の接触
条件としてシャープな接触角を考えると方
程式がデルタ測度（ラドン測度になることを
期待している）を含む。Lagrangian は以下
のようになる： 
L(u)＝∫( |∇u|2＋Q 2 －ｕt2 ) χ{ｕ>0}dx 
これより action の第一変分を体積保存条件
下で計算すると、方程式は次のようになる：       
χ{ｕ>0}ｕtt＝△ｕ＋δ∂{ｕ>0} 

＋∫(ｕｕtt ＋|∇ｕ|2)dx 
（χ{ｕ>0} は集合{ｕ>0}の特性関数でδ∂{ｕ>0}  
は集合{ｕ>0}の境界∂{ｕ>0}上にサポートを
持つ測度、最後の積分はラグランジュ乗数に
あたる。） この方程式のタイプを述べれば、
非局所項とデルタ測度を外力に持つ退化双
曲型方程式となる。これが目標となる方程式
の一つである。一次元の場合の可解性につい
て検討は研究代表者が一部解決した。 
 
３．研究の方法 
このような問題群に対して、離散勾配流法

は非常に有効である。これは、時間差分・空
間微分型汎関数： 
Ｊｎ(ｕ)：=∫(1/h2)|ｕ－２ｕn-1＋ｕｎ－２|

2 dx  
＋Ｉ(ｕ)  ｎ＝１,２,…    

を用いる方法論である（I は元となる定常問
題の汎関数）。これらの汎関数の minimizer 
たちを時間方向に補間したものが双曲型の
近似解になり、この極限（ｈ→０）で真の弱
解を構成する。大域的制限が付いていても、
許容関数空間の制限だけで済むのが特徴で
ある。 
真の解（存在すれば）は ラグランジェア

ンの停留点となる。これは数値解析法として
もエネルギー最小化法を波動型方程式に応
用した新たな方法になっている。これらの計
算は並列分散処理系と相性が良いので、分散
処理系を構築してソルバーの開発も目指す。  
さらに連成解析などでも有効なエネルギー
に基づく数値解法を構築する 
 
４．研究成果 
まず、付着・剥離現象においては 

L(u)＝∫( |∇u|2 + Q 2 －ｕt
2 ) χ{ｕ>0}dx  

の第一変分は特性関数の不連続性により計
算できない。しかしながら、停留点を与える
関数の正則性などを仮定して、方程式の情報
を引き出すことが出来る場合はある。ところ
が、本研究の対象物のように衝突・体積保存
といった大域的条件が付くと、偏微分方程式
以外のアプローチが有用になる場合がある。
そのアプローチのひとつが ラグランジェ
アン 



の直接的取り扱いと方程式群との連成解析
を扱う方法である。このようにして、付着物
表面をスカラー関数のグラフで表した。これ
により、体積保存条件付き双曲型自由境界問
題が導入された。また、平面に付着した液滴
の挙動への応用も行った。 
また、内部構造をもつ対象」の衝突解析も

行った。（将来的には交通事故における頭蓋
内の衝撃解析を行うことができると期待し
ている。） 
さらに弾性・塑性・粘性などの連続体とし

ての構造パラメータや多孔性・通水性（細胞
膜の物性）、比重（浮力）や粘着力など臓器
相互関係などを含む方程式の研究も行った。   
また、リングのバウンスの弾性振動方程式

を導出し、数値的に妥当な計算結果を得た。 
さらにジャンクションを持つ界面の運動

についての有効なアルゴリズムを得た。これ
には体積保存条件も付加できて、多重の泡の
動力学へ応用した。 
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