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研究成果の概要（和文）：2-4階の分散型写像流の初期値問題の解法（解の存在定理）について考察し、定義域の多様
体や標的多様体の幾何学設定を線型偏微分方程式論の観点からほぼ限界まで緩和した状況下での初期値問題の解の存在
定理をほぼ完成することができた。例えば、2階の方程式であるシュレーディンガー写像の方程式については、定義域
が一般の閉リーマン多様体で標的多様体がコンパクトな概エルミート多様体であるという設定の元で、初期値問題の解
の存在定理を確立した。これは、方程式が意味をなす範囲においては幾何学的に一切の制約がない場合でも肯定的な結
果が得られることを意味しており、従来の制約下での研究から著しく進歩したことになる。

研究成果の概要（英文）：We studied the initial value problem for dispersive flows of second, third and 
fourth orders from a point of view of geometric analysis and linear partial differential equations. We 
established the existence theorems for dispersive flows under the almost minimum restrictions on the 
geometric settings of the source and target manifolds. For example, we studied the second order equation 
which is called the Schroedinger map equation, whose solutions describe the flow from a closed Riemannian 
manifold to a compact almost Hermitian manifold, and succeeded in establishing the short-time existence 
theorem. This means that our geometric settings have no restriction as far as the description of the 
equation makes sense. In previous studies, the source manifold is supposed to be a circle (the 
one-dimensional torus) or an Euclidean space, and the target manifold is assumed to be a Kaehler 
manifold. For this reason, our results can be said to be big improvements.

研究分野： 幾何解析

キーワード： 分散型写像流　バーグマン変換　初期値問題　テープリッツ作用素　幾何解析
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１． 研究開始当初の背景 
本研究では、以下の 2つを主な研究対象と

している： 
� 分散型とよばれる時間発展型の偏微分

方程式（系）、および、分散型偏微分方
程式系にしたがう多様体の間の写像流
（分散型写像流）の数学解析。 

� バーグマン型変換とよばれる複素数値
相関数をもつユークリッド空間上のフ
ーリエ積分を通じた超局所解析・準古典
解析の大域的手法の発展、および、曲が
った空間上での類似の大域的手法の基
礎理論の構築。 

 
研究開始当初の状況を述べる。 

 まず分散型偏微分方程式とは、時間発展型
の偏微分方程式であって、時間変数の微分の
最高階よりも空間変数の微分の最高階の方
が真に大きいものであり、初期値問題が未来
にも過去にも一意可解となることが期待さ
れるものである。量子力学のシュレーディン
ガー発展方程式、および、古典力学の非線型
波動分野に現れる KdV 方程式は、分散型偏
微分方程式の代表的な例である。最も基本的
かつ重要な課題は線型シュレーディンガー
方発展方程式の初期値問題が一意可解とな
るための必要十分条件の考察であろう。この
問題は 1980 年ごろの溝畑茂らの研究以来の
伝統があるが、ユークリッド空間上でも完全
な解決は極めて困難であることが予想され
るものの、閉リーマン多様体であれば一定の
成果が期待される研究課題である。実際、研
究代表者の研究 (2002) では平坦トーラス上
でこの本題を解決している。この問題では、
閉測地線に沿う考察が極めて重要であるの
で、一般の閉リーマン多様体上では研究をす
すめるのが困難であっても、コンパクトなリ
ーマン対称空間であれば一定の成果が期待
されると思われる。 

一方、分散型写像流の方程式の代表的なも
のは渦糸や磁石のモデルの定式化で現れる
2-4 階の 2 次元球面値モデルである。特に 2
階の方程式はシュレーディンガー写像の方
程式とよばれる。標的多様体を 2次元球面か
ら幾何学的に一般化して考察することによ
り、方程式の構造に関する深い知見が期待さ
れる。研究開始当初の状況は、定義域が実数
直線か 1次元トーラス（円）で、標的多様体
がコンパクトなケーラー多様体の場合のシ
ュレーディンガー写像の方程式のみ盛んに
考察されていた。標的多様体にケーラー性が
仮定されると、古典的エネルギー法が機能す
るので、偏微分方程式論の観点が不要な簡単
な方程式になるからである。 

 
バーグマン型のフーリエ積分作用素の最

も基本的なものは、ユークリッド空間上の二
乗可積分関数のなすヒルベルト空間の完全
正規直交系であるエルミート関数系の簿関
数によってユークリッド空間上の関数を複

素ユークリッド空間上の整関数に写す積分
変換である。このような道具を通じた超局所
解析・準古典解析の大域的手法の研究開始当
初の状況は、ユークリッド空間上では数多く
のめざましい成果があって、その当時も現在
でもまだ進行中である。しかし、微分作用素
への応用以外の研究成果はほとんど存在せ
ず、さらに曲がった空間でのこの種の大域的
方法というのは全く存在しなかった。 
 
２．研究の目的 
本研究は、曲がった空間でも有効かつ明快な
解析学の手法を構築することを最大の目的
とする。分散型偏微分方程式の超局所解析お
よび分散型写像流の幾何解析を主な具体例
として汎用性の高い手法の構築を目指す。 
 
３．研究の方法 
まず既存の情報の収集や技術の習得し、研究
が進みそうな部分から取り組む。そのために、
研究集会等に出席して最先端の情報収集を
行ったり、関連する研究を行っている人々と
討論したり、可能なことを継続して実施する。 
 
４．研究成果 
 研究代表者が直接関わった研究成果のみ
述べることにする。 

分散型写像流の幾何解析については、研究
代表者、および、研究分担者の小野寺栄治に
よる単独研究あるいは共同研究により、一定
の成果が得られた。具体的には、古典物理学
のモデルを幾何学的に最大限に一般化され
た 2-4 階の分散型写像流の方程式の初期値問
題の解法がほぼ完成しつつある。「最大限に
一般化」というのは、2-3 階の方程式のよう
に方程式が意味をなす限界まで一般化した
設定でも短時間解の存在定理が確立できる
場合もあれば、現在進行中の問題である 4階
の方程式の場合のように標的多様体が定曲
率リーマン面でなければ解の存在定理はほ
とんど期待できないことを解明して研究を
進めている。特に、2 階の方程式であるシュ
レーディンガー写像の方程式の場合、閉リー
マン多様体からコンパクトな概エルミート
多様体への写像流という最大限に一般化し
た設定で解の存在定理を確立し、従来の設定
を大幅に改善した。 
 一方、ユークリッド空間上のバーグマン型
変換と関連する研究について述べる。ドブシ
ーの局所化とよばれる超局所化作用素につ
いて、従来の研究では相平面上の円または球
対称な表象に対して固有値や固有関数系を
決定する問題、および、固有値や固有関数系
から表象を決定する問題が詳しく研究され
てきたが、円というのはバーグマン変換に付
随する正準変換から自然に定まるものであ
ることによる。研究代表者はバーグマン変換
とは相性の悪い一般の楕円の場合を考察し、
固有値や固有関数系のすべてを決定するこ
とはできなかったが、一部分については求め



ることに成功した。但し、相性の悪さから、
これ以上の進展は望めそうにはない。また、
研究協力者 芳野和久氏（筑波大学 M1）とゲ
ルファント・シロフのクラスとその位相的双
対およびゲルファント・シロフの意味での波
面集合の特徴づけに関して成果が得られつ
つある。これらの成果は分散型偏微分方程式
の解の平滑化効果とよばれる現象の超局所
解析へと発展させる予定である。 
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