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研究成果の概要（和文）：双線形フーリエ乗子作用素のルベーグ空間およびハーディ空間での有界性の十分条件となる
ヘルマンダー＝ミーリン型条件に対して、直積型ソボレフ・ノルムを用いた場合の臨界の滑らかさの指数を決定した。
線形の擬微分作用素に対するカルデラン＝バイランクールの定理の双線形作用素への一般化にあたる定理を示した。調
和解析に現れる最大作用素などの種々の作用素について、種々の関数空間での新しい評価を得た。

研究成果の概要（英文）：Using product type Sobolev norm, we determined the critical differentiability 
orders in the Hormander-Mihlin type conditions for bilinear Fourier multiplier operators. We generalized 
the Calderon-Vaillancourt theorem for linear pseudo-differential operators to the case of bilinear 
pseudo-differential operators. We obtained several new estimates for various operators of harmonic 
analysis in various function spaces.

研究分野：調和解析学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
(1)調和解析に関連して登場する種々の関数
空間の研究は、広く行われていたが、重み付
き測度に関わる関数空間、モーレー空間、変
動指数ルベーグ空間などの研究では、実関数
論の方法に技術的な様々の難しい点があり、
容易には解決できないものと考えられていた。 
(2)実関数論の手法による調和解析の研究で、
種々の多重線形作用素の研究が盛んに行われ
ていた。フーリエ乗子作用素に関しては、乗
子 が 原 点 に の み 特 異 性 を 持 つ
Hormander-Mihlin 型の条件をみたす場合に、
ルベーグ空間での基本的な有界性の性質が古
くから知られていたが、線形の場合に対応す
るような乗子の滑らかさに関する条件は詳し
く調べられていなかった。多重線形の擬微分
作用素に対しては、線形の擬微分作用素に対
する Calderon-Vaillancourt の定理に相当す
る基本的な有界性の条件が知られていなかっ
た。 
(3)非線形の偏微分方程式の研究は、広く盛ん
に行われていて、調和解析で用いられる実関
数論の手法や関数空間が頻繁に利用されてい
た。 
 
２．研究の目的 
(1)種々の関数空間の性質を研究する．特に，
領域上の重み付きハーディ空間の変数変換
にかかわる性質，リトルウッド＝ペーリー
理論の成立する関数空間の一般論，多重線
形型のモーレー空間などについて詳しく研
究する． 
(2)調和解析に現れる種々の作用素の性質を
研究する．特に，領域上の重み付きハーデ
ィ空間での特異積分作用素と，多重線形の
特異積分作用素の BMO 空間を含む評価な
どを研究する． 
(3)偏微分方程式の理論へ関数空間と特異積
分作用素の理論を応用する．特に，ラプラ
ス方程式の境界値問題の解に対する重み付
きハーディ空間での評価を確立する． 
 
３．研究の方法 
(1)関数空間の性質の研究について。最大作用
素や重みなど正値関数に関係する関数空間の
性質の研究には、ポテンシャル論や確率論の
手法を取り入れ、調和解析における実関数論
の手法と合わせて検討する。ハーディ空間や
BMO 空間に関わる種々の実関数論の手法を、
変動指数のルベーグ空間やモーレー空間の場
合、マルチンゲールに関わる関数空間の場合
へ拡張する。 
(2) 多重線形の作用素の研究には、時間周波
数解析と呼ばれる調和解析の手法を詳しく検
討し、最大関数とカールソン測度を利用する
実関数論の方法を拡張する。リトルウッド＝
ペーリー作用素の研究では、特異積分の手法

を一般化して方法を用いる。多重線形の
Fourier 乗子作用素に関しては、基本的なル
ベーグ空間での有界性が成り立つために必要
な乗子の滑らかさの仮定を精密に調べる。多
変数 Fourier 級数に関する調和解析の古典的
な問題には、計算機を使った実験的な計算を
実行し、計算による理論を進める補助とする。 
(3)非線形偏微分方程式の研究では、調和解析
で現れる種々の不等式や種々の関数空間を偏
微分方程式の解の性質の解明に応用する。偏
微分方程式の解の数値計算に、関数空間にお
ける関数の近似の理論を応用する。 
 
４．研究成果 
(1) 双線形フーリエ乗子作用素について。双
線形フーリエ乗子作用素で、乗子が原点にの
み特異性をもち Hormander-Mihlin 型の条件
をみたす場合に、対応する双線形フーリエ乗
子作用素がルベーグ空間で有界作用素となる
ことは、古く Coifman-Meyer によって示され
て い た 。 さ ら に 、 Kenig-Stein と
Grafakos-Kalton によって、ハーディ空間で
の有界性も示されていた。本研究では、これ
らの有界性を成立させるために乗子に課す
Hormander-Mihlin 型条件において、微分可能
性の仮定をどこまで緩められるか、という問
題を追求し、或る設定の下で最良の結果を得
た。我々は、双線形フーリエ乗子の滑らかさ
を直積型ソボレフ・ノルムを用いて測ること
を考え、初めに 2 乗可積分関数の空間におけ
る基本的な有界性をシャープな微分可能性の
条件の下で示すことに成功し、さらにその結
果をルベーグ空間とハーディ空間へ一般化し
て最良の結果を得た。ここで「シャープ」ま
たは「最良」という意味は、設定した直積型
ソボレフ・ノルムを用いた滑らかさの測り方
の中で臨界の指数を見いだしたという意味で
ある。 
双線形フーリエ乗子作用素で、乗子が原点に
のみ特異性をもち Hormander-Mihlin 型の条
件をみたす場合について、乗子の滑らかさを
混合ベゾフノルムで測った場合についても、
補間の方法を駆使して、臨界の滑らかさの条
件を見いだすことができた。 
Hormander-Mihlin型の条件をみたすフーリエ
乗子の研究において我々の用いた方法は、線
形の特異積分作用素を扱うリトルウッド＝ペ
ーリー関数、最大関数、カールソン測度、な
どを用いる方法で、今後、更に種々の精密化
が可能だと考えられる。また、臨界の指数そ
のものの場合に有界性が成り立つかどうかは
わかっておらず、これも今後の課題である。 
(2) 双線形擬微分作用素について。双線形擬
微分作用素の有界性を保証するシンボルの条
件について、乗子のすべての導関数が一定の
多項式オーダーで減少する場合について、対
応する双線形擬微分作用素がルベーグ空間ま
たはハーディ空間で有界となる場合の臨界の
オーダーを決定し、さらに、その臨界のオー
ダーの場合にも有界性が成り立つことを示し



た。この結果は、Benyi らが部分的に得てい
た結果を発展させたものであるが、我々の結
果は、ハーディ空間の場合を含んでいること、
臨界のオーダーを決定したこと、さらに、臨
界のオーダーの場合にも有界性が成り立つこ
とを示したことにおいて、既存の結果とは一
線を画するものである。この結果は、線形の
擬微分作用素の 2 乗可積分空間での有界性に
関するカルデラン＝バイランクールの古典的
な結果の双線形作用素への一般化とあたる基
本的な結果だと考えられる。 
これに関連して、シンボルが Hormander クラ
スに属す双線形擬微分作用素の有界性の問題
がある。我々はこの問題に対して、部分的な
結果を得て、臨界のオーダーを予測すること
まではできたが、臨界のオーダーの場合に有
界性が成り立つことは示すことができなかっ
た。今後解明すべき興味深い問題である。 
(3) 多重線形フーリエ乗子作用素について。
上記(1)の双線形フーリエ乗子作用素に対す
る結果は、最近になって、本研究の研究者と
海外の研究者との共同研究により、多重線形
の場合にまで拡張できることがわかった。こ
の研究は未発表である。 
(4) 特異性をもつ多重線形フーリエ乗子作用
素について。上記の(1), (3)のフーリエ乗子
はいずれも原点以外には本質的な特異性を持
たないものであるが、最近の多重線形フーリ
エ乗子作用素の研究では、乗子が定義域のユ
ークリッド空間の部分空間に沿って特異性を
持つ場合が興味深い研究対象となっている。
我々は、そのような多重線形フーリエ乗子作
用素のうち、Muscalu が導入したフラッグ・
パラプロダクトと呼ばれる作用素の３重線形
の場合を詳しく解析し、ルベーグ空間とハー
ディ空間で成立する有界性を完全に決定した。
この結果は未発表である。我々の扱ったフラ
ッ グ ・ パ ラ プ ロ ダ ク ト は 、
Germain-Masmoudi-Shatah らが非線形の波動
方程式や非線形の Schrodinger 方程式を解析
する中に登場した作用素を含んでいるので、
これらの非線形偏微分方程式の解析に応用さ
れることが期待できる。 
(5) 最大関数などの関する実関数論の問題に
ついて。Hardy-Littlewood 最大作用素が重み
付きのルベーグ空間で有界となる場合の重み
関数を特徴づけることについては、
Muckenhoupt による古典的な結果がある。こ
の結果を左辺と右辺に異なる重みをおいた場
合へ拡張することも知られている。これらの
結果をモーレー空間の場合へ拡張することは、
基本的な実関数論の問題で、その結果の調和
解析へ寄与するところは大きいと考えられる
が、未解決である。この問題に対して我々は、
正値ポテンシャルを用いて作用素を書き表す
方法、マルティンゲールの手法などを用いて、
興味深い部分的な結果をいくつか得た。また、
掛合最大関数のルベーグ空間での評価の問題
は、現在の調和解析における最大の未解決問
題であるが、これに関連して我々は、方向を

変化させる掛谷型最大作用素の２次元での評
価と、掛谷型最大作用素の変動指数ルベーグ
空間での評価に関する結果を得た。 
(6) 関数空間と種々の作用素の研究。変動指
数の Hardy 空間の理論とその双対空間にあた
る Campanato 空間の一般論を確立した。また
Morrey 空間の種々の性質を調べ、Morrey 空間
における分数階積分作用素の有界性の研究を、
σ加法族の増加列の与えられた測度空間上で
のある種の正値作用素に対する性質としてま
とめ整備した。これには、マルティンゲール
の考え方やポテンシャル論の方法を利用した。
これらの結果をトレース作用素の評価に応用
した。一般化したリエス・ポテンシャルに対
するモーレー空間でのソボレフ型埋め込み定
理を、ダブリング条件を満たさない一般の測
度空間上で確立した。 
(7) 実関数論の方法の非線形偏微分方程式へ
の応用について。３次元の MHD 方程式の弱解
の一意性に対して、オルリッチ＝モーレー空
間を利用した結果を得た。また、偏微分方程
式の研究に現れるトレース作用素に対して、
モーレー空間を利用した精密な評価を得た。
特異積分作用素の積の各点評価の方法を非線
形の偏微分方程式に現れる div-curl 不等式
に応用して、臨界のべき型重みの場合の評価
を得た。また、ユークリッド空間上の関数を、
選ばれた観測点での関数値を利用して近似す
る問題を研究し、ベゾフ空間と補間の方法を
利用して、観測点が不規則に分布する場合を
含む結果を示した。この結果は、偏微分方程
式の解の数値解析に応用されると期待できる。
関数の積の微分に関わる或る双線形不等式を
２進 BMO 空間において示し、その結果をナビ
エ・ストークス方程式の解析に応用した。 
(8) 当初研究目的とした、領域上の重み付き
ハーディ空間の変数変換にかかわる性質、
リトルウッド＝ペーリー理論の成立する関
数空間の一般論、ラプラス方程式の境界値
問題の解に対する重み付きハーディ空間で
の評価については、目に見える新しい成果
をあげることはできず、今後の研究課題と
して残ることになった。 
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