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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、質量・エネルギーの集中現象を伴う臨界型変分問題の多重爆発解の定性的
・定量的性質について、(1) 多重バブル解の解空間構造と領域の幾何との相関の解明、(2) 多重バブル解のスペクトル
解析的性質の研究、(3) 爆発が誘導する多重バブル解の定性的性質の研究、(4) 多重バブル解の爆発集合の特徴付けに
関する未解決問題の解明、の4項目について研究を行い、国際的専門雑誌における査読付き研究論文35編の出版、計17
回の日本数学会での発表などの研究成果を得た。

研究成果の概要（英文）：In this research program, we study the qualitative and quantitative properties of 
multi-bubble solutions to the variational problems of critical type. The main 4 subjects of research are 
(1) Structure of spaces of multi-bubble solutions and its relation to the domain geometry (2) Study of 
the spectral properties of multi-bubble solutions (3) Qualitative properties of multi-bubble solutions 
induced by the concentration and blow-up (4) Characterization of the set of blow-up points of 
multi-bubble solutions. Total 35 research papers are published in the international journals and 17 
research reports at the Mathematical Society of Japan are presented.

研究分野： 変分法・非線形偏微分方程式論

キーワード： 臨界型変分問題　爆発解析　多重バブル解　質量集中現象　コンパクト性の損失
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１．研究開始当初の背景 
 
変分構造を持つ楕円型境界値問題が「臨界
型」であるとは、対応するエネルギー汎関数
が Palais-Smale のコンパクト性条件を大
域的にはみたさない場合を指し、臨界 
Sobolev 型方程式や指数非線形項を持つ 2次
元平均場方程式などがその代表例である。 
エネルギー汎関数が非コンパクトな群作用
に関して不変性を持つとき、解の列、より一
般には Palais-Smale 列は、その群作用に沿
って量子化された単位量ずつのエネルギー
密度や質量を流出しながらコンパクト性を
喪失していく。「バブリング」と呼ばれるこ
の現象を深く理解しようという試みは、 
Sacks-Uhlenbeck による調和写像の解析的
研究に始まり、1994 年の P.L. Lions による
フィールズ賞受賞に結実したといえる。 
以降、臨界型変分問題に付随する様々な楕円
型方程式について、非コンパクトな解の列に
対する漸近解析、特異極限の分類、領域内の
複数個の点で集中・凝集・爆発現象を起こす
「多重バブル解」の構成など、多くの研究が
活発に行われてきた。爆発・凝集現象が誘導
する爆発解の定性的性質について、研究代表
者・高橋は科研費基盤研究（Ｃ）「臨界型変
分問題の爆発解析および爆発に起因する解
の定性的性質の研究」（平成 20 年～22 年）
の補助を受け、最小エネルギー解などの 1 点
爆発解に対して、漸近的非退化性や漸近的一
意性、およびスペクトル解析的な性質につい
ての成果を上げることができた。しかし、多
重爆発解については、その解構造の解明や爆
発に起因する解の定性的性質の研究は上記
研究期間中に完了せず、新規に本研究を開始
する動機となった。 
 
２．研究の目的 
 
本研究課題の研究目的は以下のようである。 
(1) 多重バブル解の解空間構造と領域の幾何
との相関の解明 
(2) 多重バブル解のスペクトル解析的性質の
研究 
(3) 爆発が誘導する多重バブル解の定性的性
質の研究 
(4) 多重バブル解の爆発集合の特徴付けに関
する未解決問題の解明 
 
３．研究の方法 
 
本研究課題の研究推進に際して、年度ごとに
分けて以下の研究を行った。 
 
平成 23 年度においては、研究組織は研究目
的（1）の解明に注力した。高橋は Grossi と
の共同研究により、「複数点で爆発する多重
爆発解は凸領域上には存在しない」という結
果を得たが (JFA, 2011)、領域が凸でない場
合の最も簡単な場合である2次元円環領域で

は、Dirichlet 境界条件付きのグリーン関数
がフーリエ級数を用いて表わせること
（Hickey の公式、Ann. Math. 1928）を利用
して、爆発点の位置決めを行うハミルトニア
ンが具体的に計算できる。このハミルトニア
ンの臨界点の位置（=多重爆発解の爆発点の
位置）について、Grossi との共同研究をま
とめて、論文作成を行った。高橋達の予想は
「2次元円環領域上のn点爆発解の爆発点は、
正 n 角形の頂点に並ぶ」というものであり、
傍証もあるが、最終的な解決には至らなかっ
た。 
 
平成 24 年度において、高橋は解の爆発・凝
集現象を起こす典型例として多くの研究が
遂行されている2次元リウビル型方程式につ
いて解析を進め、「2次元リウビル型方程式の
多点爆発解の爆発点の個数は、解のモース指
数で上から評価される」ことを示した。この
簡潔な結果は、後に 2次元べき型非線形項方
程式の解析や、より詳細な漸近解析である 
Gladiali-Grossi-Ohtsuka-Suzuki (Comm.PDE, 
2014) などの研究を誘発した。 
 
平成 25 年度以降には、考える方程式の非斉
次化、高階化などの一般化にも着手し、研究
目的欄に記した（2）（3）（4）の課題につい
て研究を遂行した。 
研究実施年度を通じて、研究方法は主に国内
外の関連研究者との研究交流の活発化、及び
研究分担者との密接な議論によった。研究交
流拠点の形成のために、高橋は所属する大阪
市立大学において、研究セミナー「南大阪応
用解析セミナー」を立ち上げ、定期的に研究
者を招聘し、最先端の研究動向に触れる機会
を作るとともに、招聘研究者に本研究課題に
ついて率直な意見を求め、併せて研究情報の
提供・アイデアの交換を図った。 
また研究実施年度を通じて、海外研究者の招
聘、相互訪問による研究情報交換に積極的に
努め、大規模国際研究集会 10th AIMS での 
Special Session の組織やミラノ大学訪問な
どを通じて、研究情報収集、海外研究者との
研究連絡を行った。 
 
４．研究成果 
 
本研究課題推進中の4年間に得られた研究成
果のうち、特に研究代表者に係るもののうち
のいくつかを以下に述べる。 
 
（1）2次元円環領域上のリウビル方程式の 2
点爆発解の爆発点の位置決めに関して、
Grossi との共同研究により「爆発点は原点
対称で、内径と外径の幾何平均より外側に位
置する」ことを円環領域上のハミルトニアン
を明示的に計算することで示した（論文⑤）。
前述したように爆発点の個数がｎ点である
場合の解決が今後の課題である。 
 



（2）非線形 Neumann 境界条件を課した 2次
元線形楕円型方程式の、境界条件に現れる非
線形指数を無限大にした際の最小エネルギ
ー解の漸近挙動について解析を行い、最小エ
ネルギー解という特殊なクラスの解に対し
てではあるが、期待される結果を得ることが
できた（論文⑥）。 
 
(3) 爆発解の形状と解のモース指数の関係
は興味深い研究対象である。Zhao は、2次元
ヘノン型半線形楕円型方程式の最小エネル
ギー解の爆発点の位置及び個数について、
「爆発点は境界に近づき、また爆発点の個数
は 2個以下」であることを示した。同じ論文
中で最小エネルギー解の爆発点の個数は1で
あることが予想されていたが、爆発解析と解
のモース指数の情報を用いた簡明な議論で
この予想を肯定的に解決することができた
（論文⑩）。 
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