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研究成果の概要（和文）：任意の対称化可能一般カルタン行列に付随するワイル群双有理作用で生成されるτ函数の量
子化を構成した。たとえば、一般カルタン行列がアフィンA_2型ならば量子化されたτ函数は量子パンルヴェIV方程式
のτ函数になる。古典版のτ函数は従属変数に関する多項式になる。その結果の量子化を証明した。すなわち、量子化
されたτ函数は量子化された従属変数に関する多項式になることを示した。その証明にはカッツ・ムーディ代数の表現
のBGG圏における平行移動函手を用いた。以上の構成は量子群を用いて、q差分版の場合に拡張される。

研究成果の概要（英文）：We quantize the tau-functions generated by the birational action of the Weyl 
group associated to any symmetrizable generalized Cartan matix (GCM). For example, if the GCM is of the 
affine A_2 type, then the quantized tau-functions are identified with the ones for the quantum Painleve 
IV equation. The classical tau-functions are polynomials in independent variables. We establish the 
quantized version that the quantized tau-functions are non-commutative polynomials in the quantized 
independent variables. The proof is derived from the certain formulae of the translation functors in the 
BGG category for the Kac-Moody algebra. Using the theory of quantum groups, we can generalize these 
results to the cases of q-difference analogues.

研究分野：表現論と量子可積分系
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1. 研究開始当初の背景

P. Painlvé (と R. Garnier)によって20世紀
の始め頃に発見された 6種のPainlevé方程式
は現代では大幅に一般化されており, Painlevé

方程式と同じように良い性質を持つ非線形微
分方程式系が多数発見されている. 最近では
さらにその差分化と q 差分化も活発に研究
されている. それらの微分方程式系, 差分方
程式系, q 差分方程式系を Painlevé系と呼ぶ
ことにしよう.

Painlevé系の重要な特徴の一つはルート系
で記述されるアフィンWeyl群の対称性を持
つことである. Painlevé系のパラメーター空
間はアフィン Lie環の Cartan部分環と同一
視され, Cartan部分環へのアフィンWeyl群
の作用は従属変数の空間への双有理作用に拡
張され, Bäcklund変換と呼ばれている.

ある種のPainlevé系は従属変数も含めてア
フィンルート系の言葉で完全に記述可能であ
る. 多くの Painlevé系においてHamilton構
造が明らかになっており, より根源的な従属
変数である τ 函数 (もしくは τ 変数)を用い
た記述も可能になっていたりする.

一方, アフィンルート系で記述できる基本
的な数学的対象にアフィンKac-Moody代数
とアフィン量子展開環がある. 上の歴史を
知っていれば, それらの代数に関する表現論
の言葉でPainlevé系を理解できると予想する
のは自然だと思われる. Painlevé系の理論も
ルート系で記述できる「Dynkin数学」の一
部分だとみなせるのではないか.

この研究の開始時点で一般Cartan行列 (一
般化されたルート系のデータ)に付随する一
般的な場合についてよくわかっていたことは
次の 3つであった.

(1) Kac-Moody 代数の場合に付随する
Bäcklund変換と τ 函数の理論 ([NY]).

(2) Kac-Moody代数の場合に付随する量子化
されたBäcklund変換 ([K1]).

(3) 量子展開環の場合に付随する量子化され
たBäcklund変換 ([K1]).

野海・山田の仕事 [NY]の深い部分は τ 函
数への Bäcklund変換の作用に関する事柄な
のだが, τ 函数の量子化をどのように構成し

たらよいか, そもそも τ 函数の適切な量子化
は存在するのか, などの基本的な問題につい
て何もわかっていなかった.

そのため, τ 函数の量子化の問題に直接挑
戦することはあきらめて, Painlevé系の量子
化の周辺の様子を広く眺めてみるしかないの
ではないかと思われていた.
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2. 研究の目的

この研究の目的は Painlevé系の量子化を
Kac-Moody代数の理論 (より一般的には 2次
元量子共形場理論)と量子群 (量子展開環)の
理論を用いて構成し, その性質を詳しく調べ
ることである.

特に研究開始時点では解決が絶望的と思わ
れていた Painlevé系の τ 函数の量子化の構
成ができれば素晴らしいことである. なぜな
らば τ 函数は Painlevé系を含む可積分系の
理論においてもっとも根源的な従属変数だと
考えられているからである.

3. 研究の方法

研究の方法は, 紙の上にペンで書き込むこ
とによって展開される理論的な考察とコンピ
ューターを用いた非可換代数の具体的な計算
の 2つである.

理論的な考察には, Kac-Moody代数に関す
る基礎理論と 2次元量子共形場理論の組み合



わせと量子展開環と量子群のRLL = LLR関
係式による構成に関する既存の結果を用いた.

コンピューターを用いた計算では Singular

というフリーソフト [DGPS]を用いた. Sin-

gularではG代数と呼ばれるクラスの非可換
代数を扱うことが可能である. Painlevé系の
量子化の研究では非可換性が原因のひどく面
倒な計算をする必要があり, このようなソフ
トは非常に役に立つ.
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4. 研究成果

1⃝ 研究開始時点では不可能かもしれないと
思っていた τ 函数の量子化に成功した ([K2]).

しかもKac-Moody代数版だけではなく,量子
展開環版でも成功している.

τ 函数の量子化が困難だったのは, τ 函数
と呼ばれる従属変数 (以下 τ 変数と呼ぶ)に
関するPoisson構造が知られていなかったか
らである. 知られていなかった理由はその量
子化の処方箋が発見されたことによって明ら
かになった. τ 変数は単純コルートに対応す
るパラメーター変数の正準共役変数の指数函
数として導入される. パラメーター変数には
数を代入することが前提になっているので,

パラメーター変数とのPoisson括弧を考える
ことは通常ならありえない. これが τ 変数に
関するPoisson構造が知られていなかった理
由である.

その処方箋に気付いてしまえば, τ 変数の
量子化は易しい. パラメーター変数 α∨

i と τ

変数 τi のあいだに τiα
∨
j τ

−1
i = α∨

j + δij とい
う関係式を仮定するだけでよい. 量子展開環
の場合も α∨

i の代わりに qα
∨
i を考えるだけ

で, 完全に同様である.

2⃝量子化された τ 変数へのBäcklund変換の
作用で生成される量子 τ 函数が従属変数の非

可換多項式になることを証明した ([K2]). し
かもKac-Moody代数版と量子展開環版の両
方で証明できた. この結果は野海・山田 [NY]

の主結果の量子化および量子化の q 差分版
になっている. これはこの研究の成果の中で
数学的に最も深い結果である.

野海・山田 ([NY])では量子化する前の τ

函数の多項式性の証明にソリトンの佐藤理論
の一般化を利用している. ひとことで言えば
τ 函数の多項式性を行列式 (の一般化)の多項
式性に帰着している.

しかし, 非可換行列式は一般にその成分の
非可換多項式にはならず, 非可換有理函数に
なる. そういう理由で量子 τ 函数の多項式性
の証明はできそうもない状況に陥っていた.

しかし, ドミナント整ウェイト µ とWeyl

群の元 w に対して定まる量子 τ 函数 τw(µ) =

w(τµ)が本質的に, M(λ+µ)におけるウェイ
ト w ◦ (λ+ µ) の特異ベクトルを M(λ) にお
けるウェイト w ◦λ の特異ベクトルで右から
割ったものに等しいという事実に気付き, 表
現論を使って割り切れることを証明すればよ
いということになった. (ここで, λ はドミナ
ント整ウェイトであり, ◦はWeyl群の shifted

actionであり, M(ν), L(ν)はそれぞれVerma

加群とその単純商加群を表わす.)

割り切れることの証明にはKac-Moody代
数の表現のBGG圏における translation func-

torの理論を使う.

ドミナント整ウェイト λ, µに対して, trans-

lation functor と呼ばれるある完全函手 T が
構成され, M(w ◦ (λ+ µ)) ∼= T (M(w ◦ λ)) ⊂
M(w ◦ λ)⊗ L(µ) が成立している ([DGK]).

驚くべきことに, 表現論における典型的な
パターンの一つであるこの結果から, Kac-

Moody代数版の量子 τ 函数の多項式性が得
られるのだ. この結果は τ 函数の圏論的な解
釈の可能性も示唆している.

量子展開環版の量子 τ 函数の多項式性の証
明はKac-Moody代数のBGG圏と量子展開環
のBGG圏のテンソル圏同値の存在 ([EK])と
いう深い結果を使えば同様の方法で得られる.

3⃝ ある特別な形の q 差分Painlevé方程式の
量子化を量子群を用いて構成することに成功
した ([K3]).



たとえば W̃ (A
(1)
2 ) × W̃ (A

(1)
1 ) の q 差分

版の作用の量子化を量子群を用いて構成し,

W̃ (A
(1)
1 ) の格子部分の作用によって, q 差分

版のPainlevé IV方程式の量子化を構成した.

方程式の具体形には非自明な形式で q のべ
きが登場する. (より一般に互いに素な m,n

に対して W̃ (A
(1)
m−1)×W̃ (A

(1)
n−1)の作用の量子

化が構成できている.)

4⃝ A 型の量子群を用いて, A 型の q 差分版
の Bäcklund変換の量子化の Sato-Wilson表
示を構成することに成功した ([K3]).

一般にソリトン系は線形な時間発展を
Gauss分解を通して見ることによって得られ
る. A 型の古典 Painlevé系にも Gauss分解
を用いた解釈があり, τ 函数はGauss分解の
対角成分として現われる. Painlevé方程式の
Gauss分解を用いた表示を Sato-Wilson表示
と呼ぶことにする.

A 型の q 差分版量子 Bäcklung変換につい
て, 適切な M 行列や Z 行列を構成し, Lax

表示と Sato-Wilson表示を構成した. Sato-

Wilson表示から量子 τ 函数が Jacobi-Trudi

型の非可換行列式表示を持つことが導かれる.

以上の結果はどれもPainlevé系の正準量子
化に関する極めて基本的な結果であり, この
方面の研究の基礎になるものと思われる.
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