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研究成果の概要（和文）：階数1のA型アフィンリー代数の可積分表現のなす頂点作用素代数の部分代数として含まれる
パラフェルミオン頂点作用素代数について、特異ベクトルから得られる情報に基づきその基本性質を詳細に検討し、既
約加群の分類を完成させた。さらに、このパラフェルミオン頂点作用素代数がC2余有限であること、およびZhu代数の
次元とC2代数の次元が一致することを証明した。また、階数nのA型ルート格子を2の平方根倍した格子から定義される
頂点作用素代数の位数3の自己同型によるオービフォールドを研究し、その既約加群を分類するとともに、オービフォ
ールドが有理的であることおよびC2余有限であることを証明した。

研究成果の概要（英文）：We study parafermion vertex operator algebras, which are subalgebras of integrable
 representations of affine Lie algebras of type A1. Using singular vectors, we classify the irreducible mo
dules for the parafermion vertex operator algebras. Furthermore, C2-cofiniteness is established. It is pro
ved that the dimension of Zhu's algebra coincides with that of C2 algebra. The orbifold of a lattice verte
x operator algebra associated with a square root 2 times an ordinary root lattice of type An by an automor
phism of order 3 is studied. We classify the irreducible modules for the orbifold. The rationality and C2-
cofiniteness of the orbifold are also established.
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１．研究開始当初の背景 
(1) パラフェルミオン代数の研究は、物理の
共形場理論における Zamolodchikov-Fateev
の論文(1985 年)において始められた。それに
引き続き、Gepner(1987年)および Gepner-Qiu 
(1987 年)により、パラフェルミオン代数の分
割関数がアフィンリー代数の可積分表現と
の関連で研究された。 
 
(2) Lepowsky-Wilson(1981 年および 1984年)、
Lepowsky-Primc(1985 年)に見られるように、
アフィンリー代数の可積分表現は数学の側
でもほぼ同時期に様々な研究が行われてい
る。Lepowsky らは、この一連の研究の過程で
Z-代数の概念を導入した。Dong-Lepowsky は
その著書(1993 年)で、アフィンリー代数の可
積分表現におけるハイゼンベルグ代数の真
空空間を詳しく研究し、それが一般化された
頂点代数の構造を持つことを示すとともに、
Z-代数が本質的には Zamolodchikov-Fateev
が導入したパラフェルミオン代数に他なら
ないことを証明した。これにより、パラフェ
ルミオン代数を数学の側から研究する基礎
が確立した。 
 
(3) アフィンリー代数の可積分表現におけ
るハイゼンベルグ代数の真空空間は、一般化
された頂点代数であるが、そこにおけるハイ
ゼンベルグ代数のコミュタントは、パラフェ
ルミオン頂点作用素代数と呼ばれる頂点作
用素代数の構造を持つ。 
 
(4) パラフェルミオン頂点作用素代数は、W
代数の一種である。W 代数は、主として物理
において 1980 年代後半から 1990 年代中頃に
かけて活発に研究された。 
 
(5) 数学におけるパラフェルミオン頂点作
用素代数の研究は、Dong-Lepowsky の著書以
降 10 年間以上大きな進展がなかったが、
Dong-Lam-Yamadaの論文(2009年)を契機とし
て、現在活発に進められている。 
 
２．研究の目的 
(1)最も基本的な階数 1 の A 型アフィンリー
代数のレベル kの可積分表現の場合、そのハ
イゼンベルグ代数のコミュタント、すなわち
レベルkのA1型パラフェルミオン頂点作用素
代数 K(sl2,k)は、階数 k-1 の A型ルート格子
を基にして定義される頂点作用素代数の部
分代数であることを、研究代表者は Ching 
Hung Lam との共著論文(2004 年)で示した。
モンスター単純群の 2A 元と拡大 E8ディンキ
ン図形との関係を示唆する John McKay の予
想を考察した Ching Hung Lam、山内博との共
著論文(2005 年および 2007 年)では、k が小
さい場合のパラフェルミオン頂点作用素代
数が重要な役割をする。このような経緯を踏
まえ、研究代表者はパラフェルミオン頂点作
用素代数 K(sl2,k)について、その構造および

既約表現に関する組織的な研究を開始した。 
 
(2) これまでの研究成果として、Chongying 
Dong、Ching Hung Lam と共同で作用素積展開
および特異ベクトルを決定したこと(2009
年)、Chongying Dong、Ching Hung Lam、Qing 
Wang と共同で生成系を決定したこと、および
特異ベクトルの性質を調べたこと(2010 年)
が挙げられる。本研究の目的は、パラフェル
ミオン頂点作用素代数の構造および既約表
現をさらに詳しく調べ、パラフェルミオン頂
点作用素代数に対する理解を一段と深める
ことであった。 
 
(3) K(sl2,k) の 特 異 ベ ク ト ル は 、
Dong-Lam-Yamada(2009 年)によりアフィンリ
ー代数の記号を用いて具体的に記述されて
いる。また、レベル k が 6 以下の場合には、
パラフェルミオン頂点作用素代数の4個の元
からなる生成系による特異ベクトルの表示
も知られている。しかし、一般のレベル kの
場合には、パラフェルミオン頂点作用素代数
の生成系を用いて特異ベクトルを記述する
ことは困難である。本研究では、C2代数にお
ける生成系の像および特異ベクトルの像を
調べることにより、C2有限性を証明するため
に必要な情報を特異ベクトルから導くこと
を目標とした。 
 
(4) Dong-Wang(2010 年)は、階数 1 の A 型ア
フィンリー代数の場合の結果に基づき、任意
の有限次元単純リー代数に付随するアフィ
ンリー代数の可積分表現の場合のパラフェ
ルミオン頂点作用素代数を研究し、生成系な
どの基本的な性質に関する知見を得ている。
本研究ではこれを発展させて、一般的な場合
のパラフェルミオン頂点作用素代数の構造
および既約表現を詳しく調べることとした。 
 
３．研究の方法 
(1) 頂点作用素代数の基本性質を研究する
ためには、その生成系と作用素積展開、およ
び特異ベクトルを詳しく知る必要がある。パ
ラフェルミオン頂点作用素代数K(sl2,k)につ
いては、4 個のプライマリーベクトルからな
る 生 成 系 と 作 用 素 積 展 開 は
Dong-Lam-Yamada(2009 年)により調べられて
いる。さらに、K(sl2,k)の特異ベクトルをア
フィンリー代数の記号を用いて表示するこ
とも知られている。しかし、K(sl2,k)の 4 個
の元からなる生成系を用いた特異ベクトル
の表示は、レベル kが小さい場合を除いて知
られていない。レベル kが一般の場合は、生
成系により特異ベクトルを記述することは
困難と考えられる。 
 
(2) この障害を克服するために、特異ベクト
ルの C2代数における像に注目し、次のステッ
プに分けて研究を行った。 
① C2 代数は可換な結合代数であり、また



K(sl2,k)の 4個の元からなる生成系の C2代
数における像は、C2代数の生成系になる。
このことから、K(sl2,k)の C2代数は 4変数
の多項式環の準同型像であることがわか
る。 

② K(sl2,k)の 4 個の元からなる生成系の C2

代数における像を用いて、特異ベクトルを
具体的に記述する。 

③ 特異ベクトルの具体的な記述から、C2代数
を決定するために必要な情報を取り出す。 

 
４．研究成果 
(1) 平成 23 年度では、レベル k の A1型パラ
フェルミオン頂点作用素代数K(sl2,k)につい
て、その表現論を整備するための第 1段階と
して、C2余有限性に関する研究を行い、次の
ような成果を得た。 
① null field を詳しく調べて、その C2代数 

における意味を明らかにした。 
② 特異ベクトルの C2代数における像を、4 

つの生成元を用いて具体的に記述するこ 
とに成功した。 

③ null field と特異ベクトルの情報、およ 
び作用素積展開を基にして、パラフェルミ 
オン頂点作用素代数 K(sl2,k)が C2余有限 
であることを証明した。 

 
これらの研究成果を、ブルガリア科学アカ

デミーの国際研究集会(2011 年 6 月 21 日)、
台湾中央研究院の国際研究集会(2011年12月
22 日)、京都大学数理解析研究所の研究集会
(2012 年 3月 6日)で発表した。 
 

(2) 平成 24 年度では、レベル k の A1型パラ
フェルミオン頂点作用素代数K(sl2,k)につい
て、その基本的な性質を詳しく検討し、次の
ような成果を得た。 
① K(sl2,k)の既約加群の分類を完成させた。
さらに、K(sl2,k)の Zhu 代数の次元と C2代
数の次元が一致することを証明した。 

② sl2に限らず、任意の有限次元単純リー代
数に付随するアフィンリー代数の可積分
表現におけるハイゼンベルグ代数のコミ
ュタントとして定義されるパラフェルミ
オン頂点作用素代数を考察し、それが C2

余有限であることを証明した。 
③ 階数1のA型アフィンリー代数のレベルk
の可積分表現のなす頂点作用素代数と、パ
ラフェルミオン頂点作用素代数K(sl2,k)と
の関係を解明した。 

 
 これらの研究成果を荒川知幸、Ching Hung 
Lam との共著論文にまとめ、プレプリントサ
ーバーに arXiv:1207.3909 として公表した。
また、上海交通大学の国際研究集会(2012 年
8 月 26 日)、筑波大学の国際研究集会(2012
年 9月 14 日)、京都大学数理解析研究所の研
究集会(2013 年 1月 7日)で発表した。 
 
(3) 平成 25 年度では、パラフェルミオン頂

点作用素代数 K(sl2,k)に関する荒川知幸、
Ching Hung Lam との共著論文が、Springer 
Proceedings in Mathematics & Statistics
に掲載された。 
階数 nの A型ルート格子を 2の平方根倍し

た格子から定義される頂点作用素代数の位
数3の自己同型によるオービフォールドを研
究し、その既約加群を分類するとともに、オ
ービフォールドが有理的であることおよびC2

余有限であることを証明した。この証明にお
いては、レベル kが 3の場合のパラフェルミ
オン頂点作用素代数 K(sl2,3)、およびそれと
対になって現れる中心電荷が6/5のW3代数の
表現論が使われている。この研究結果をまと
めた田辺顕一朗との共著論文が、Journal of 
the Mathematical Society of Japan に掲載
された。 
 

(4) 平成 25 年度ではさらに、パラフェルミ
オン頂点作用素代数K(sl2,k)をその性質から
特徴づけることにより、W 代数との関係を明
らかにすることができた。その結果を仙台市
で開催された国際研究集会(2013年7月8日)
で発表した。 
 
(5) K(sl2,k)の既約加群の分類結果を応用し
て、ある種のコードに付随する新しい頂点作
用素代数を構成した。その成果を京都大学数
理解析研究所の研究集会(2014 年 3 月 5 日)、
および National Dong Hua University の国
際研究集会(2014 年 3月 20 日) で発表した。 
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