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研究成果の概要（和文）：本研究の主目的は，p群に対するガロアの逆問題の不分岐解の存在について考察することで
ある。p, q は異なる奇素数で，p-1またはp+1がqで割り切れるとする。さらに，Eを位数がpの３乗の非アーベル群，k
を有理数体上のq次巡回拡大体とする。本研究では，k上の不分岐ガロア拡大でガロア群がEと同型なものが存在するた
めの十分条件を証明した。また，PARIを用いた数値計算を行い，ガロア群がEと同型な不分岐拡大を持つような巡回拡
大体の具体例を構成した。

研究成果の概要（英文）： The main purpose of this research is to study the inverse Galois problems with re
stricted ramifications for p-groups and their applications to the class field tower problems. 
 Let p and q be distinct odd primes such that p-1 or p+1 is divisible by q. Let E be a non-abelian group o
f order p cubed, and let k be a cyclic extension over rational number field Q. We obtained the sufficient 
conditions for the existence of the unramified extension L/k such that the Galois group is isomorphic to E
. By computing with PARI, we also gave some examples of cyclic fields which has an unramified extension wi
th the Galois group E.
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１．研究開始当初の背景 
 代数体 kと有限群 Gが与えられたとき，「不
分岐ガロア拡大 L/kでそのガロア群が Gと同
型なものが存在するか？」・・・(*) という
問題を考える。G がアーベル群の場合は，類
体論により，(*)が肯定的であるための必要
十分条件が分かっている。 
類体論の一般化の一つの方向は，代数体の

類体論をZ上有限型１次元概型のアーベル被
覆の理論ととらえこれを高次元化すること
であり，加藤和也氏，斎藤秀司氏，S. Bloch
などにより目覚ましい成果が得られている。 
一方，非アーベルな群 Gに対して問題(*)を考
察することは，類体論の一般化という枠組み
でも重要であると考える。しかし，このアプ
ローチに関しては，群の位数が小さい場合に 
A. Scholz－O. Taussky(J. Reine Angew. 
Math(1934))，C. Bachoc－S.H. Kwon(Acta 
Arith.(1992))，L. Bartholdi－M. R. Bush(J. 
Number Theory(2007)) などの個別の研究
があるだけで，十分な研究が行われていると
は言えない。 
 また，問題(*)を考察することは，代数体 k
の最大不分岐p拡大のガロア群Γ(k)[p]の構
造を解明することにつながると考える。Γ
(k)[p]は当初，有限群であると予想されてい
たが，無限群になるための十分条件が
Golod-Schafarevich(1964)により与えられ
た。その後，２次体の場合には Schoof によ
り改良され，イデアル類群の p-rank が３以
上であればΓ(k)[p]が無限群であることが
証明された。また，３次体の場合は Maire に
より精密化されている。Γ(k)[p]に関する最
も基本的な問題は，「Γ(k)[p]はいつ有限ア
ーベル群か？」というものであるが，この問
題も解決には至っていない。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，１．研究開始当初の背景
で述べた問題(*)を非アーベル p 群 G に対し
て考察し，その応用として「類体論の冪零拡
大への一般化」「代数体 k の最大不分岐 p 拡
大のガロア群Γ(k)[p]の構造解析」について
解決またはその基盤を築くことである。具体
的には，関連する以下の問題を考察し結果を
得ることである。 
（１）k が有理数体 Q 上の巡回拡大で G が非
アーベルp群の場合に上記問題(*)を考察し，
k 上の不分岐拡大でガロア群が G と同型なも
のが存在するための条件を考察する。先ず，
k が Q 上の素数次巡回拡大で，G の位数が p3

の場合から考察を始める。 
（２）p が小さい素数で G が非アーベル p 群
の場合に，k 上の不分岐拡大でガロア群が G
と同型なものが存在するような巡回拡大体 k
を数値計算により具体的に構成する。 
（３）代数体 kと奇素数 pに対して，Γ(k)[p]
が有限アーベル群になるための k, p の条件
を考察する。k が２次体の場合には，代表者
野村(Osaka J.(1991))により解決されており，

吉田英司氏がある種の(2,2)拡大について解
決した。本研究では，一般の(2,2)拡大につ
いてこの問題を考察する。 
（４）kが２次体でイデアル類群の p-rank が
２の場合についてΓ(k)[p]が無限群になる
ための条件を調べる。また，Pari-gp と GAP
を利用し，無限群になるような具体例を構成
する。 
 
３．研究の方法 
 代数体の埋め込み問題と群論的な考察を
組み合わせて不分岐拡大を構成する。先ず，
代数体の埋め込み問題について説明する。ガ
ロア拡大K/kと群拡大(ε)：1→A→E→G(K/k)
→1 が与えられたときに，ガロア拡大 L/K/k
で自然な完全列 1→G(L/K) →G(L/k) →
G(K/k)→1 が(ε)と一致するものが存在する
かどうかを考察するのが埋め込み問題であ
り，これを(K/k,ε)で表す。 
 本研究では，不分岐拡大を構成する必要が
あるので，埋め込み問題の解 L は「L/K は不
分岐」という条件を満たす必要がある。研究
代表者の野村は，群拡大(ε)が中心拡大の場
合に埋め込み問題の解の分岐をコントロー
ルする手法を提案し， Osaka J. Math. 
28(1991),55－62 で発表した。この手法を適
用する場合の問題は，群拡大の構造が複雑に
なることである。 
 本研究の方法は，群拡大の構造を詳細に考
察し，野村の手法を適用することにより不分
岐非アーベル拡大の存在を示すことである。
数論的な考察は，代表者野村と分担者平林が
主に担当した。また群論的な考察は分担者の
伊藤が，組合せ論的なアプローチは連携研究
者の山田が担当した。さらに本研究では，位
数が小さい非アーベルp群に対して具体的な
数値計算を行うことも重要である。Pari-gp
による数値計算は，代表者野村と連携研究者
の木村が行った。また GAP による群の数値計
算については，専門家である脇克志氏（山形
大学）の助言を仰いだ。 
 
４．研究成果 
 p 群に対するガロアの逆問題を考察し，以下
の結果を得た。 
（１）位数が p3 の群に対するガロアの逆問
題：p, q を異なる奇素数とし，kを有理数体
Q 上の q 次巡回拡大体とする。また，E1 と
E2 は位数が p3の非アーベル群で，E1 の群指
数が p で E2 の群指数が p2であるとする。本
研究では，K 上の不分岐ガロア拡大でガロア
群が E1や E2と同型なものが存在するための
条件を考察した。 
① q が p+1 の約数の場合 
 このケースの主結果は「k の類数が p で割
り切れるならば，k 上の不分岐拡大 L/k でそ
のガロア群が E1 と同型なものが存在する」
である。さらに，その応用または付随する結
果として以下を示した。 
(a) ガロア拡大 L/k/Q で，L/k が不分岐 E2 拡



大となるものは存在しない。 
(b) L/k が不分岐 E2 拡大ならば，L の類数は

pで割り切れる。 
(c) kのイデアル類群はp-rankが２で位数p2

の元を持つとする。このとき，不分岐ガ
ロア拡大L/kでそのガロア群がE2と同型
なものが存在する。 

② q が p-1 の約数の場合 
 このケースは，ガロア群 G(k/Q)のイデアル
類群 Cl(k)への作用のパターンがたくさんあ
り①の場合より複雑である。K/k/Q はガロア
拡大で，K/k は不分岐(p,p)拡大であるとする。
このとき，ガロア群 G(k/Q)は G(K/k)に作用
する。この作用は 2種類あり，それを以下の
ように定義する。K/F/k，[F:Q]=p を満たす任
意の Fが有理数体 Q上のガロア拡大である時
に Type[α,α]，そうでない時 Type[α,β]
と呼ぶことにする。このとき，以下を示した。 
(a) K/k/Q はガロア拡大で，K/k は不分岐

(p,p)拡大であるとし，G(k/Q)の G(K/k)
への作用が Type[α,β]であり，かつあ
る種の付帯条件を満たすとする。このと
き，不分岐ガロア拡大 L/k でそのガロア
群が E1 と同型なものが存在する。 

(b) k/Q は 3 次巡回拡大とし，p は 3n+1(n は
自然数)の形の素数であるとする。不分岐
p 次巡回拡大 F/k で F/Q がガロア拡大で
ないものが存在するならば，不分岐ガロ
ア拡大L/kでそのガロア群がE1と同型な
ものが存在する。 

 
（２）数値計算による具体的構成 
 計算ソフト Pari を用いて，ガロア群が E1
や E2 と同型な不分岐拡大が存在するような
有理数体上の巡回拡大 kを構成した。 
① k が Q 上の 3次巡回拡大の場合(q=3) 
 方程式 x3 -nx2 -(n+3)x-1=0(n:整数)の分解
体を kとし，p=7 とする。 
(a) n=193, 295, 508, 523, 525, 532, 548, 

762, 852, 983 のとき，k 上の不分岐ガ
ロア拡大でそのガロア群が E1 と同型な
ものが存在する。 

(b) n=-269 のとき，k 上の不分岐ガロア拡大
でそのガロア群が E2 と同型なものが存
在する。 

② k が Q 上の 5次巡回拡大の場合(q=5) 
 方程式 
 x5 +324x4 +9890x3 +79115x2 -4706x+1=0 

の分解体を k とし，p=11 とする。このとき，
k上の不分岐ガロア拡大でそのガロア群がE1
と同型なものが存在する。 
 以下で本研究の今後の展望と課題につい
て述べる。 
２．研究の目的で述べた（３）（４）の研

究ついては、まだ十分な成果が得られていな
いがアプローチの方向性はわかってきた。 
（３）Γ(k)[p]が有限アーベル群になるため
の条件であるが、吉田英司氏の結果を拡張す
るためには、単項化の問題を詳しく調べる必
要があることがわかった。単項化との関係は

古くは Scholz-Taussky により指摘されてい
るが、その後の進展を踏まえ代数体の埋め込
み問題との関係を考察することで進展が得
られると考えている。 
（４）2 次体の場合のΓ(k)[p]の構造解析で
あるが、中心拡大に対する野村の手法だけで
は，代数体 kの最大不分岐 p拡大に到達する
ことはできないことが分かっている。よって，
中心拡大でない場合の埋め込み問題で分岐
をコントロールする理論の構築が必要であ
ると考える。また具体的に数値例を計算する
ことも重要であるが，そのためには計算代数
ソフトGAPの専門家との共同研究が必要不可
欠である。 
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