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研究成果の概要（和文）：保型形式やゼータ関数の研究に役立つレゾルベント型跡公式の一般化や細分化について研究
した。ヒルベルトモジュラー曲面に対する１変数、または２変数のセルバーグ型やルエル型ゼータ関数の解析的性質を
証明した。併せて、素測地線型定理やヒルベルト－マース形式に作用する制限されたラプラシアンの正規化行列式公式
を証明した。

研究成果の概要（英文）：We investigated a generalization or refinement of resolvent type trace formulas, w
hich is useful for studying automororphic forms and zeta functions. Based on our results, we proved analyt
ic properties of zeta functions of Ruelle and Selberg type in one or two variables for Hilbert modular sur
faces. Besides, we also proved a prime geodesic type theorem and a regularized determinant formula for res
tricted Laplacians on Hilbert-Maass forms.
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１．研究開始当初の背景 
セルバーグ跡公式は保型形式やゼータ関

数を研究するための強力な道具の一つであ
るが、扱う群の階数が高い場合、跡公式自身
がスペクトル辺、幾何学的辺ともに大変複雑
な形をしており、直接的な整数論への応用に
向かない。数論的な応用に適した跡公式は何
か？という視点から、跡公式と本質的に同等
な情報を含んでいるレゾルベント跡公式や
それらの一般化である“より扱いやすい”「レ
ゾルベント型跡公式」の研究の必要性が認識
された。現在、さまざまな方向への跡公式の
単純化や一般化が研究されており、保型形式
の整数論の研究において重要な成果を挙げ
ている。本研究ではこれらの研究手法を、「レ
ゾルベント型跡公式」に適用できないかと思
うに至り、「レゾルベント型跡公式」の整数
論への応用に適した様々な方向への更なる
一般化や細分化の研究を行い、得られた跡公
式に基づいた保型形式やゼータ関数の研究
をすすめるに至った。 

 
２．研究の目的 
 セルバーグ跡公式に代わるものとしてレ
ゾルベント跡公式もしくはそれらの一般化
である「レゾルベント型跡公式」の細分化に
ついて研究する。具体的には以下の: (1)，
(2)について、セルバーグ跡公式と「レゾル
ベント型跡公式」の細分化およびのその数論
的応用を研究する。 
(1) 階数１の群の直積や階数２の群に対す
るセルバーグ跡公式を特定のＫタイプの組
について書き下して，それらのＫタイプに関
する跡公式の“差分”を計算して「セルバー
グ跡公式の差分」を求める。また、これらの
群上で特異点を許し、異なるＫタイプを持つ
球関数からグリーン関数をそれぞれ作り、そ
れらを核とする積分作用素の跡を計算した
レゾルベント型跡公式の差分を計算して「レ
ゾルベント型跡公式の差分」を明示的に求め
る。 
(2) 上で得られた「跡公式の差分」に基づい
て, 数論的な応用を考察する．例えば，跡公
式の差分を用いて、多変数のセルバーグ型ゼ
ータ関数やルエル型ゼータ関数を定義し解
析的性質を研究する。それらのゼータ関数の
解析的性質から、代数体の類数分布や代数体
の整数環係数の二次形式の類数などについ
ての漸近公式を研究する。 
 
３．研究の方法 
(1) ヒルベルトモジュラー曲面に対するセ
ルバーグ跡公式を非自明な重さを持つ場合
に、より詳しく調べる。既に得られている重
さ(0,4)以上の場合の跡公式の差分とセルバ
ーグ型ゼータ関数についての結果と手法を
参考に、重さ(0,2)の場合に跡公式の差分を
より明示的に計算する。対応するセルバーグ
型ゼータ関数の解析的性質がわかれば、同時
にルエル型ゼータ関数の解析的性質がわか

る。また、自明零点の位数を計算する際には
ヒルベルトモジュラー曲面のオイラー標数
のザギエによる公式を用いる。次に、イバニ
エッチがモジュラー群の場合に素測地線定
理を得る際に用いた試験関数を参考に、重さ
(0,2)の跡公式の差分から素な「双曲－楕円
共役類」に対応する「素測地線型定理」をヒ
ルベルトモジュラー曲面の場合に研究する。
あとはこの結果を実二次体の整数環係数の
二次形式の類数の言葉で書きなおす。 
 
(2) 多変数のセルバーグ型ゼータ関数の定
義は未だ定まっていないが、ダイトマールの
“セルバーグゼータ関数の対数微分の多変
数化”を参考に先ず２変数の例を考察する。
具体的にはヒルベルトモジュラー曲面に対
する跡公式において、総双曲共役類の寄与が
ダイトマールの２変数セルバーグ型ディリ
クレ級数になるように試験関数を選び、幾何
学的辺における他の共役類からの寄与を計
算する。特に、双曲‐楕円共役類が問題とな
るがこの寄与を重さをいろいろ動かした際
の一変数のセルバーグ型ゼータ関数の無限
族に関連付けて計算する。次に上記で選んだ
試験関数を２番目の変数に関して少し変形
した試験関数を用いて同様の計算を実行す
る。最後にこれらのディリクレ級数の解析的
性質を調べて、得られる漸近公式を相対二次
拡大体の言葉で書き表す。 
 
(3) ヒルベルトモジュラー曲面に対するヒ
ルベルト‐マース形式に作用する二つのラ
プラシアンの固有値の組の列に対するゼー
タ正規化積を考察するには、いくつかの定式
化の可能性がある。今回は２番目の固有値を
特定した“１番目の固有値の列”に対するス
ペクトルゼータ関数を考察した。ヒルベルト
モジュラー曲面に対する跡公式の差分のス
ペクトル辺が上記スペクトルゼータ関数の
逆メリン変換であるテータ型関数になるよ
うに試験関数を選び、このテータ型関数の極
を調べる。この方法で、スペクトルゼータ関
数の原点での正則性がわかり、ゼータ正規化
積の明示的な形が計算できる。 
 
４．研究成果 
(1) ヒルベルトモジュラー曲面に対するル
エル型ゼータ関数とその数論的応用につい
て研究した。Ｋを類数１の実２次体とすると
き、その整数環の元を成分にもつ次数２の特
殊線形群であるヒルベルトモジュラー群を
考える。この群は上半平面二つの直積に不連
続に作用し、この作用による（非コンパクト
なカスプ付き）商空間をヒルベルトモジュラ
ー曲面という。ヒルベルトモジュラー曲面に
対するルエル型ゼータ関数は重さ(0,2)のセ
ルバーグ型ゼータ関数を用いてかけるので、
対応するセルバーグ型ゼータ関数の解析的
性質について詳しく調べた。この重さのセル
バーグ型ゼータ関数の全平面への有理型解



析接続を示し、零点と極の位置と位数、関数
等式に現れる局所因子をすべて決定した。特
に、自明零点の位数がヒルベルトモジュラー
曲面のオイラー標数を用いてかけることが
分かり、幾何的にも興味深いと言える。数論
的な応用として、ヒルベルトモジュラー曲面
に対する、原始的双曲‐楕円共役類に対応す
る「素測地線定理」を誤差項付きで証明した。
併せて、証明の鍵となるヒルベルト‐マース
形式の存在に関する固有値分布の「ワイルの
法則」も証明した。ワイルの法則を導く際に、
ヒルベルトモジュラー曲面に対するセルバ
ーグ跡公式に現れる、散乱行列式が実２次体
のヘッケＬ関数とそのガンマ因子を用いて
具体的にかけることが証明の際に重要であ
った。また、ルエル型ゼータ関数の数論的表
示を用いて、実２次体Ｋの整数環係数の不定
値２元２次形式の類数和の漸近公式を導い
た。 
 
(2) 多変数のセルバーグ型ディリクレ級数
とその数論的応用について研究を行った。 
現在まで、多変数のセルバーグ型ゼータ関数
の定義はよくわかっていないが、ダイトマー
ルによって定義された、高階数の局所対称空
間に対して定まる多変数のディリクレ級数
がひとつの候補と考えられている。このディ
リクレ級数は階数が１のときは通常のセル
バーグゼータ関数の対数微分と一致する。ダ
イトマールはこの多変数のセルバーグ型デ
ィリクレ級数をコンパクトな局所対称空間
に対して定義し、その多変数複素関数として
の性質やその解析的性質から対応する素測
地線定理を証明した。証明の際にはセルバー
グ跡公式の単純化にあたる“レフシェッツ型
公式”がポイントであった。今回は実二次体
のヒルベルトモジュラー群に対して、二変数
のセルバーグ型ディリクレ級数を定義しそ
の解析的性質を研究した。ヒルベルトモジュ
ラー群は非ココンパクトなので、ダイトマー
ルのレフシェッツ型公式を適用出来ないこ
とに注意する。代わりに、セルバーグ跡公式
の幾何学的辺の総双曲共役類がこの二変数
ディリクレ級数になるようなテスト関数を
取るとき、双曲－楕円共役類の寄与がある一
変数のセルバーグ型ディリクレ級数の無限
族を用いて表示できることが証明できた。こ
の方法を用いると、非コンパクトな場合でも
この二変数のセルバーグ型ディリクレ級数
の解析接続を得られることがわかった。応用
として、与えられた実二次体の整数環係数の
二元二次形式で判別式が総正なものの、ふた
つの基本単数の大きさで並べた、類数の和の
漸近公式が得られる。同じ設定で、ひとつの
基本単数に関する密度関数を掛けた類数和
の漸近公式についても同様に得られること
がわかった。 
 
(3)ヒルベルト‐マース形式に作用するラプ
ラシアンの固有値の組に関するゼータ正規

化積について研究を行った。その際に、重さ 
(0,2) のセルバーグ型ゼータ関数の平方根
ともいうべき“1/2 次のオイラー積”をもつ
セルバーグ型ゼータ関数を新たに定義し、ヒ
ルベルトモジュラー曲面のオイラー・ポアン
カレ標数が偶数であるという仮定の下、全平
面への有理型解析接続や正規化行列式表示
を証明した。重さ (0,2) のヒルベルト‐マ
ース形式の空間に作用する１番目のラプラ
シアンのある部分空間への制限に関するス
ペクトルゼータ関数を考察し、そのスペクト
ルゼータ関数が原点で正則であることを示
した。結果として、平方根型セルバーグゼー
タ関数の上記の意味での制限されたラプラ
シアンに関する正規化行列式表示を得るこ
とが出来た。併せてこの制限されたラプラシ
アンの正規化行列式のこのセルバーグ型ゼ
ータ関数の特殊値を用いた表示を得た。重さ
が４以上の場合の制限されたラプラシアン
については、今回定義した平方根型セルバー
グゼータ関数と以前に定義されその解析的
性質がわかっている重さ４以上のセルバー
グ型ゼータ関数をいくつか組み合わせるこ
とで、同様に正規化行列式表示が得られるこ
とが証明できた。そういった点からも今回定
義され研究された平方根型セルバーグゼー
タ関数が重さ４以上の場合の研究において
も重要であることがわかった。 
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