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研究成果の概要（和文）：　有理数体上の四元数環上の２次ユニタリ群に関する保型形式の中で、テータリフトとして
具体的に構成できる荒川リフトと呼ばれるものについて、その詳しい数論的性質、特にフーリエ係数と保型L関数との
関係について研究し、フーリエ係数の一種の平均の絶対値の平方を保型L関数の特殊値によって表す公式を得た。
　符号(2, n+2)の直交群上のBorcherds liftと呼ばれる保型形式が、正則な場合には、積対称性という新しい対称性に
よって特徴づけられることを示した。また、類似の事実をヤコビ形式の場合にも示した。

研究成果の概要（英文）： We investigated arithmetic properties of Arakawa lifts, which are automorphic for
ms on the unitary group of degree two for a quaternion algebra over the rational number field constructed 
via theta lifting. In particular we obtained a formula for the square of the absolute value of a certain a
verage of Fourier coefficients of an Arakawa lift in terms of special values of automorphic L-functions. 
 We characterize the holomorphic Borcherds lifts on orthogonal groups of quadratic forms of signature (2, 
n+2) in terms of the multiplicative symmetries. We also showed that a similar fact holds for Jacobi forms.
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１．研究開始当初の背景 
 
（１）連携研究者の成田宏秋氏は、GL(2)と
有理数体上の定符合四元数環 D の乗法群の
積上の保型形式(f, g)を input dataとするテ
ータリフトとして、D上の２次ユニタリ群 G
上の保型形式を構成した。これを(f, g)の荒川
リフトという。２次ユニタリ群に対応する対
称空間は複素構造を持たないため、荒川リフ
トは通常の意味で正則ではないが、表現論的
には四元数疎系列という特異な表現に属す
る。非正則保型形式の数論的研究は、未開拓
の分野であり、その意味でも、荒川リフトの
数論的研究は重要な課題である。 
 
（２）Borcherdsは、弱正則ヤコビ形式φか
ら一種のテータリフトを用いて、無限積を持
つ極めて特異な階数２の直交群 0(2, n+2)上
の保型形式を構成した。これを、φの
Borcherds liftという。研究協力者のB. Heim
氏と研究代表者は、平成２２年度までに行わ
れた共同研究において、階数２の直交群 0(2, 
n+2)上の Borcherds liftが、ある種の対称性
（積対称性）を満たすことを示した。 
 
２．研究の目的 
 
（１） (f, g) の荒川リフト F=L(f, g) が
Hecke 作用素の同時固有関数であるとき、F
の重要な数論的不変量であるフーリエ係数
をFの保型L関数の言葉で表すことを目的と
した。これは、D上の２次ユニタリ群上の一
般の保型形式のフーリエ係数を保型L関数の
特殊値と関係させるBoecherer型予想を定式
化する上でも重要な課題である。 
 
（２） Hilbert modular群上の Borcherds 
liftが Bruinierによって構成されており、こ
の場合にも積対称性が成立するかどうかを
研究することを目的とした。 
 
（３） 直交群 0(2, n+2)上の保型形式が積対
称性を満たすならば、そのフーリエ展開に極
めて強い束縛条件を課すことが予想された。
このことから、積対称性から Borcherds lift
であることが帰結するのではないかという
予想が生まれた。本研究では、保型形式の積
対称性から、input dataの候補φを作りだし、
当該の保型形式がφの Borcherds liftである
ことを示すことを目的とした。 
 
３．研究の方法 
 
（１）平成２２年度に、成田氏と研究代表者
は、(f, g)の荒川リフト F=L(f, g)のフーリエ展
開について研究し、FがHecke作用素の同時
固有関数のとき、フーリエ係数が(f, g)の周期
を用いて表されることを証明した。従って、
周期と(f, g)の保型 L関数との関係、および F
の保型 L関数を(f, g) の保型 L関数で表すこ

とを研究する。 
 
（２）Hilbert modular群上の Borcherds lift
と関係するテータ核は Siegel テータ関数で
ある。Borcherds lift の積対称性に直接関係
する Siegel テータ関数の和対称性を研究す
る。 
 
（３）ヤコビ形式について、ヤコビ型の積対
称性を導入する。また、弱正則なヤコビ形式
について、ヤコビ型の積対称性を満たすなら
ば、Borcherdsの導入したベクトル・システ
ムに付随する無限積として表されるかどう
かという問題を考察する。 
 
（４）直交群 0(2, n+2)上の保型形式 F が積
対称性を満たすとし、Fのフーリエ・ヤコビ
係数の商にどのような束縛条件が課される
か調べる。また、これを用いて、フーリエ・
ヤコビ係数の商の正則性について考察する。 
 
４．研究成果 
（１）連携研究者の成田氏との共同研究にお
いて、次のことを示した。GL(2)と有理数体
上の定符合四元数環 D の乗法群の積上の保
型形式(f, g)に付随する荒川リフトを F=L(f, 
g) とする。(f, g) は Hecke作用素の同時固有
関数と仮定する。このとき、F自身もHecke
作用素の同時固有関数となり、その保型 L関
数は、(f, g) の保型 L関数を用いて記述され
る。また、Fのフーリエ係数のある種の平均
の絶対値の平方が、(f, g) の保型 L関数の特
殊値、あるいは Fの保型 L関数の特殊値を用
いて表される。 
 この結果から、D上の２次ユニタリ群上の
一般の保型形式で Hecke 作用素の同時固有
関数であるものに対し、そのフーリエ係数の
ある種の平均の絶対値の平方が保型L関数の
特殊値で表されることが予想されるが、精密
な予想はまだ定式化されておらず、今後の研
究課題である。 
 
（２）研究協力者のHeim氏との共同研究に
おいて、Hilbert modular 群上の Siegel テ
ータ級数について、その和対称性を証明した。
その応用として、Hilbert modular 群上の
Borcherds lift の積対称性を証明した。また、
input data への Hecke 作用素の作用と
Borcherds lift への Hecke 作用素の作用が
compatibleであることを示した。Borcherds 
lift の積対称性の応用として、Hilbert 
modular 群上のある保型形式が積対称性を
満たさず、従って Borcherds liftにはならな
いことを示した。これは従来の方法では、示
すことができなかった結果である。 
 
（３）正則なヤコビ形式ψがヤコビ型の積対
称性を満たすとする。このとき、研究協力者
のHeim氏との共同研究において、次が成り
立つことを示した。 



 
①ψのフーリエ展開係数の商はある種の
recurrence relationを満たす。 

 
② ψのフーリエ展開係数で最初に零でな
いものから Borcherdsの導入したベクトル・
システム vを構成することができる。 
 
③ ψは vから構成される無限積と定数倍を
除いて一致する。 
 
以上の結果は、正則なヤコビ形式の場合、ベ
クトル・システムから構成される無限積がヤ
コビ型の積対称性によって特徴づけられる
ことを意味している。 
 
（４）直交群 0(2, n+2)上の保型形式 F が正
則でかつ積対称性を満たすとする。このとき、
研究協力者のHeim氏との共同研究において、
次が成り立つことを示した。 
 
① Fのフーリエ・ヤコビ展開係数で最初に
零にならないものをψ(μ)とする。このとき、
ψ(μ)がヤコビ型の積対称性を満たすことを
示した。従って、（３）の結果より、ψ(μ)
はあるベクトル・システムから構成される無
限積の定数倍となることが示される。 

 
② F のフーリエ・ヤコビ展開係数の商 
f(k)=ψ(μ+k)/ψ(μ) (k=1, 2, ・・・)につい
て、それらがある recurrence relationを満た
すことを示した。 
 
③ f(k) の満たす recurrence relation を用
いて、任意の kに対し f(k)が弱正則ヤコビ形
式になることを示した。 
 
④ φ= − f(1) とおく。Fはφの Borcherds 
lift の定数倍になることを示した。 
 
以上の結果は、直交群 0(2, n+2)上の正則保型
形式の場合、Borcherds lift が積対称性によ
って特徴づけられることを意味している。 
Borcherds liftの特徴づけとして、今までに、
その因子がHeegner divisorの整数係数一次
結合になることという Bruinier の結果があ
ったが、積対称性による特徴付けは全く新し
いものであり、Borcherds lift の研究への応
用が期待される。直交群 0(2, n+2)上の有理型
保型形式の場合には、フーリエ・ヤコビ展開
が全空間では収束しないため、上記の方法は
そのまま使うことはできない。この場合に
Borcherds lift が積対称性で特徴づけられる
のかどうかという問題は今後の重要な課題
である。 
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