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研究成果の概要（和文）：胞体複体は, 空間を様々な次元の球体と同相な空間に分割したものであり, トポロジーや関
連した分野で重要な役割を果している。本研究では, その一般化である cellular stratified space の概念を導入し,
 その基本的な性質を研究した。その最大の成果は, ある条件をみたす cellular stratified space に対し face cate
gory と呼ばれる topological category が構成され, その分類空間が元の空間とホモトピー同値になることを証明し
たことである。そして, これを用いてグラフの配置空間の基本群などを調べた。

研究成果の概要（英文）：A cell complex is a topological space which is a union of balls of various 
dimensions in a nice way. Such a structure has benn proved to be very useful in topology and related 
fields. In this research, a new notion of cellular stratified spaces is introduced as a generalization of 
cell complexes. One of the main results is that, for a cellular stratified space satisfying a certain 
condition, we obtain a topological category, called the face category, whose classifying space can be 
embedded in the original space as a deformation retract. It means that the classifying space is homotopy 
equivalent to the original space. This result can be used, for example, to determine the fundamental 
group of the configuration space of a graph of small size.

研究分野： トポロジー

キーワード： stratified space　configuration space　small category　classifying space
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１．研究開始当初の背景 
本研究の主要な研究対象は, 配置空間と呼ば
れる空間である。より正確には, 位相空間 X 
に対し, その中の互いに異なる n 点の成す
空間を X の n 点配置空間と呼ぶ。 
(1) X が多様体のときは古くから調べられ

てきた。 
① X がユークリッド空間の場合, 配

置空間の基本群は組紐群と呼ばれ, 
そのホモロジーも含め 1960 年代
に決定された。 

② 一般の多様体の場合には n 点配置
空間から 1 点を取り出す写像が
ファイバー束になるため, そのフ
ァイバー束に関する Serre スペク
トル系列を用いて帰納的に配置空
間のホモロジーが計算されてきた。
これは 1970年代から 1980年代の
ことである。 

③ 配置空間は X の n 個の直積から
どこかの座標が等しくなる点から
成る部分空間 Δ を除いてできる
空間であるが, ユークリッド空間
における超平面やアフィン部分空
間の補集合は, 超平面配置や部分
空間配置として, 代数幾何学的な
手法や組合せ論的な手法で調べら
れてきた。X がユークリッド空間
の場合の n 点配置空間はこの種
の超平面配置の補集合とみなすこ
とができるため, 超平面配置や部
分空間配置の研究は配置空間の研
究と関連が深い。この分野での主
要 な 結 果と し て , 1987 年 の
Salvetti による構成がある。彼は, 
実超平面配置の複素化として得ら
れる複素超平面配置に対し, その
補集合とホモトピー同値になる
CW 複体, Salvetti 複体, を構成し
た。それを用い, 基本群等を決定
することができる。 

(2) X が特異点を持つ場合には, 多様体の
場合に用いられてきた方法, 特にファ
イバー束を用いた(1)—○2 の方法が通用
しないため, 全く新しい方法が必要だ
った。 
① 特異点を持つ場合の配置空間の研

究は, 20世紀末のGhristの研究が
最初だった。Ghrist は 1 次元胞体
複体, すなわちグラフの配置空間
のホモトピー次元の評価などを得
た。 

② 2001 年の Stanford 大学の Ph.D. 
thesis で Abrams がグラフの配置
空間の離散モデルを構成した。 

③ それ以降 Abrams の離散モデルを
用いてグラフの配置空間の基本群
が様々な研究者により調べられて
きた。 
 

２．研究の目的 
(1) 本研究の第一の目的は, 組み合せ論的

トポロジーにおいて基本的な役割を果
している胞体複体の理論を一般化する
ことにより  cellular stratified space 
の理論を構築し, それを配置空間のト
ポロジーの研究に応用する手法を開発
することである。 

(2) そして, それを用いて配置空間が用い
られている様々な問題 , すなわち 
symmetric topological complexity や
その高次版など, や cellular stratified 
space が本質的な役割を果している問
題 , 例 え ば 超 平 面 配 置 や 
Cohen-Jones-Segal の Morse 理論な
ど, に応用することが第二の目的であ
る。 
 

３．研究の方法 
本研究は, 大きく分けて次の三つの部分か
ら成る: 
(1) 胞 体 複 体 の 理 論 を  cellular 

stratified space に一 般化する。 
(2) それを配置空間に応用する手法を開発

する。 
(3) cellular stratified space の  face 

category の性質を調べる。 
以下, それぞれについて, 本研究で行なっ
た具体的な研究方法について述べる。 
(1) cellular stratified space は, 研究代

表者が導入した概念であり, 胞体複体
を一般するものである。具体的には, 以
下のことを行なう。 
① face poset を 一 般 化 し  face 

category C(X)を定義する。 
② その分類空間  BC(X) が  X の 

deformation retract になってい
ることを証明する。 

(2) 配置空間に以下の手順で cellular 
stratification の構造を定義する。 
① X に 胞 体 分 割 , よ り 一 般 に 

cellular stratification を定義
し, それにより Xn に cellular 
stratification を定義する。 

② Xnの胞体は X の胞体の直積であり, 
それぞれユークリッド空間の直積
とみなすことができる。よって X
の n 点配置空間は超平面配置の補
集合の和集合に分割される。この
分 割 に よ り 配 置 空 間 の 上 に
cellular stratified space の構
造が定義されることを示す。 

(3) cellular stratified space X の face 
category C(X) について, 以下のこと
を調べる。 
① regular cell complex X に対し, そ

の face poset F(X) の分類空間 
BF(X) は X の重心細分であること
あら, cellular stratified space 
X の分類空間 BC(X) 上に胞体分



割を定義し, 元の X の cellular 
stratificationとの関係を調べる。 

② regular cell complex に対しては, 
その重心細分を用いると双対胞体
分 割 が 定 義 さ れ る 。 そ れ を 
cellular stratified space に対
しても face category を用いて一
般化する。 
 

４．研究成果 
研究目的で挙げた (1)と(2)の目的それぞれ
について, 得られた成果は以下の通りであ
る: 
(1) cellular stratified space の理論につ

いては, 以下のことが得られた。 
① cellular stratified space に対し 

cylindrically normal という条件
を定義し, その条件の元で face 
category C(X) を  topological 
category として定義した。 

② face category の分類空間 BC(X) 
の Xへの自然な埋め込みを構成し
た 。 更 に  X が  locally 
polyhedral という条件をみたす
とき, X は BC(X) に強変異レト
ラクトすることを示した。 

③ cylindrically normal cellular 
stratified space X と Y に対し, 
その直積 X×Y の stratification
が cylindrically normal になる
条件を求めた。 

④ cylindrically normal cellular 
stratified space X の 
stratified subspace A について, 
Aが cylindrically normal になる
ための条件を求めた。 

⑤ cylindrically normal cellular 
stratified space X に対し, その 
stratified space としての細分が 
cylindrically normal cellular 
stratified space になるための条
件を求めた。 

⑥ 星型の胞体を持つ  stratified 
space を  stellar stratified 
space として定義し, 以上の結果
を stellar stratified space に一
般化した。 

⑦ cylindrically normal cellular 
stratified space X に対し, その 
face category の分類空間 BC(X)
上に stellar stratified space
の構造を定義し, X が locally 
polyhedralならば, その stellar 
stratified space も locally 
polyhedralになり, その dual が 
X に同型であることを示した。 

(2) cellular および stellar stratified 
space の理論を用いて以下のことが得
られた。 
① cylindrically normal の特別な場

合として totally normal という
条件を定義し, totally normal 
cellular stratified space に対
しては, その face category の位
相が離散位相になることを示した。 

② 1 次 元 の  cellular stratified 
space, すなわちグラフは常に
totally normal であることを示し
た。また, その直積も totally 
normal であることを確認した。 

③ グラフXの直積 Xnに対し, n点配置
空間を stratified subspace とし
て含む細分を定義し, それが 
totally normal であることを示し
た。 

④ 以上のことを用い, グラフの配置
空間の新しい離散モデルを定義し
た。 

⑤ グラフの配置空間について, その
ホモトピー次元が頂点の個数以下
になるという Ghrist の定理の簡
単な別証が得られた。 

⑥ 頂点の数が2以下のグラフについて, 
その 2 点配置空間の基本群の具体
的な表示を求めた。 
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