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研究成果の概要（和文）：可積分測地流に関わるいくつかの問題に重要な進展を与えた。具体的には，楕円体を典型例
とする，ある種のリーマン多様体のクラスにおいて，一般点の共役跡の構造とその特異点の様子を明らかにした。特に
分岐点においてアーノルドのD4+特異点が現れることを見いだした。また，可積分測地流を持つあるケーラー多様体の
クラスと，射影同値の亜種であるC-射影同値との関係において，新たな深いつながりを見いだした。

研究成果の概要（英文）：We obtained some new results concerning integrable geodesic flows: We clarified th
e structure of conjugate locus and their singularities on ellipsoids and certain Riemannian manifolds with
 integrable geodesic flows. In particular, we found that D4+-singularity of Arnold appears at the bifurcat
ion points. Furthermore, we found some intimate relationship between certain Kaehler manifolds with integr
able geodesic flows and C-projective equivalence, which seems deeper than usually recognized.
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１．研究開始当初の背景 
 可積分測地流、あるいはもっと一般に可積
分なハミルトン力学系の歴史は 古い。解析
力学が成立して後、「保存量と還元」という
メカニズムが認識されてきたが、その最も極
端 な場合が可積分系である。この場合問題
は一次元に還元され、基本的には明示的に可
解である。可積分測地流に関して言えば保存
量即ち第一積分の最も簡単な例はキリング
ベクトル場であり、回転面の 場合これによ
って測地線の方程式は明示的に解ける。他方、
楕円体の測地流が可積分であることが古く
から知られており、これは一般の場合に 0で
ないキリングベクトル場を持たない。後者の
場合、既に Liouville においてその一般化の
研究がなされていて、最近の私による
Liouville 多様体とその複素化の研究につな
がっている 
 
２．研究の目的 
 この研究の目的は、「可積分測地流」
に関わるいくつかの主要な問題に対し
て、明確な進展をもたらすことであった
。それらは大きく３つの問題に分けられ
る。 
(1) 高次元のコンパクトなLiouville

多様体において共役跡内に現れ
る特異点集合の構造を完全に決
定すること。特に高次元の場合は
共役跡に分岐点が現れるので、そ
の回りの様子を明らかにするこ
と。 

(2) Liouville多様体において、ラプ
ラス作用素の固有値分布の構造
を明らかにする。特に「特異半古
典近似」の高次元化を目指す。 

(3) Liouville多様体と
Kaehler-Liouville多様体の理論
を２つの方向へ発展させる。その
１つはHermite-Liouville多様体
の理論の進展である。もう一つは
異なる可積分測地流を持つ多様
体のクラスを研究すること。 

 
３．研究の方法 
 最初の年度では次の３つの問題をほぼ平行
して研究し、次年度以降進展のあった分野を
さらに進めるという方法をとった： 
1.  楕円体を含む、ある種のLiouville多様体
の一般点の共役跡の特異点集合の様子および
全体の形状について調べる。 
2.  Liouville曲面について、ラプラス作用素
の固有値分布の構造に対する（特異）半古典
近似の方法についての過去の研究（清原、リ
ウヴィル曲面における半古典近似、数理研講
究録No.1119 (1999), 35--47）を整理し、こ
れをもとに高次元化のための諸要素を研究す
る。 
3.  Hermite-Liouville多様体の理論を研究
する。まず複素射影空間上に構成した大域例

をモデルにして、この部分での完全な分類を
目指す。 
 
以上の研究のため、代表者及び分担者は大学
内外の研究者と適宜研究連絡を行い、研究内
容についての討論を行った。 
 
４．研究成果 
前々項の場合分けに応じて記す。 

(1) 楕円体を含む，ある種のLiouville 多様

体において，その次元をn（３以上）とす

ると，一般点のtangentialな共役跡は（正

確な表現ではないが）n-1番目までの共役

跡が互いにつながっており，それ以降の

ものは分離していることが判った。n-1

番目までの共役跡について，その特異部

分の主要部はカスプ辺であり，それらの

構造について特定できた。さらにそのカ

スプ辺の端点は共役点が分岐するところ

であり，３次元ではそこにアーノルドの

D4+特異点が現れること，また高次元では

それはエッジ状に現れることを見いだし

た。これについて2013年7月のマルセイユ

における研究集会で報告した。また，楕

円面の場合の一般化としての「糸による

構成」についての論文をまとめた（プレ

プリント: Itoh, Kiyohara, Thread 

construction revisited）。これは (1)

と関連する、測地線の大域的挙動の別の

側面を記述するものである。 

(2) Liouville曲面について、ラプラス作用素

の固有値分布の構造に対する（特異）半

古典近似の方法についての過去の研究

（清原、リウヴィル曲面における半古典

近似、数理研講究録No.1119 (1999), 

35--47）を整理し, 詳しい証明をつけた

論文として発表した (Diff. Geom. App. 

29 (2011))。 

(3) Kaehler-Liouville多様体とC射影同値の
関係性を，若干退化した場合に拡張した
結果を論文にまとめた（プレプリント： 
Kiyohara, C-projective equivalence 
and integrability of the geodesic flow
）。複素射影空間上定義される
Hermite-Liouville 多様体の分類問題に
ついては構成面においてはほぼ完全に整



理されたが，例外的なものの非存在が証
明されていないため，論文になっていな
い。達成された主要結果は2011年のJena
大学での研究集会で報告した。 
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