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研究成果の概要（和文）：　本研究では等質空間上の可積分幾何構造の存在・非存在問題、及びリーマン多様体の局所
等長埋め込み問題における可積分条件について、代数的な不変式論の観点から取り組んだ。更にこれらの研究の基盤と
なる表現論上の問題（plethysmの分解公式等）にも取り組んで、様々な成果を上げることができた。
　具体的な成果としては、例えばリー群上の左不変で平坦な共形構造に対応するリー環の表現から不変式を構成するこ
とに成功し、またリーマン多様体の等長埋め込み問題に関しては４次元ユークリッド空間に超曲面として実現可能な３
次元多様体の特徴付けを曲率の不変式・共変式を用いて与えることができた。

研究成果の概要（英文）： In this research we investigate the problem of the existence or non-existence of 
integrable geometric structures on homogeneous spaces, and also the problem of the integrability 
condition on local isometric imbeddings of Riemannian manifolds from the standpoint of algebraic 
invariant theory. In addition, we also investigate several fundamental problems on representation theory 
such as a decomposition formula of plethysms etc.
 We obtained several results on these problems. For example, we construct a geometric invariant 
associated with left invariant flat conformal structures on Lie groups, and also give a necessary and 
sufficient condition for 3-dimensional Riemannian manifolds that are locally isometrically imbedded into 
the 4-dimensional Euclidean space in terms of the invariants and covariants on curvature.

研究分野：微分幾何学

キーワード： 可積分条件　共形構造　平坦　plethysm　ガウス方程式　不変式　等長埋め込み　コダッチ方程式
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１．研究開始当初の背景 
 微分幾何学とは多様体上の各種幾何構造
について様々な方向から研究する分野であ
るが、各幾何構造にはそれぞれモデル空間と
呼ばれる標準的な空間が付随している。例え
ばリーマン幾何学の場合は標準的な計量の
与えられたユークリッド空間がそれにあた
り、また射影幾何学の場合は標準的なアファ
イン接続（の射影同値類）が与えられた射影
空間がモデル空間となる。これらのモデル空
間は曲率が０になるという可積分構造とと
らえることができ、同様の性質をもつ空間は
モデル空間以外にも数多く存在する。しかし、
一般の多様体上にはこの種の幾何構造は存
在しない。従っていかなる条件の下でならば
可積分な幾何構造が存在するか、あるいは存
在しないかを判定することが、大域微分幾何
学における基本問題の一つとなる。 
 特に群作用をもつ等質空間の場合には、こ
の問題は「可積分幾何構造」と代数学におけ
る「不変式・共変式」との（意外とも思われ
る）相関性に帰着される可能性のあることが
研究代表者の過去の研究実績により暗示さ
れていた。 
 また、リーマン部分多様体の観点からこの
問題を見ると、リーマン多様体の可積分状態
からの離れ具合が、局所等長埋め込み可能と
なる最小次元のユークリッド空間の次元（あ
るいは余次元）として解釈することが可能で
ある。これは等長埋め込みを定める微分方程
式の可解性を判定する問題であり、与えられ
た余次元における微分方程式の可積分条件
から可解性の障害となる「不変式・共変式」
（これは曲率及びその共変微分を成分とし
ている）を具体的に記述することが大きな課
題であった。 
ただ、この種の微分幾何学の問題と、一方
では代数学の主題である「不変式・共変式」
の関連性については一般にはまだ広く認知
された視点とは言い難い現状があり、具体的
な研究成果を積み重ねることによって、幾何
学・代数学の両世界に新たな視点を提示する
必要性のあることを、研究を開始するにあた
り研究代表者は強く感じとっていた。 
 
２．研究の目的 
 微分幾何学においては、古来様々な空間上
の種々の幾何構造の存在・非存在性が問題に
されてきた。本研究では「可積分等質な幾何
構造」に焦点をあて、この幾何構造と代数的
な「不変式・共変式」との関連について解明
することを一つの目的とする。 
平坦射影構造が存在すれば不変式が自然
に構成され、更にこの構造が下部幾何構造か
ら誘導されるか否かが不変式の多項式とし
ての特徴で判定できるという意外な事実が
研究代表者により発見されている。この幾何
構造と不変式の本質的な関わりを一般の可
積分等質幾何構造に拡張し、不変式が可積分
幾何構造の研究において果たす役割を多方

面から解明することを目的とする。 
また可積分幾何構造の一側面として、リー
マン多様体の局所等長埋め込み問題の存
在・非存在性にも取り組む。従来の研究では、
等長埋め込みを表す偏微分方程式系の可積
分条件としてガウス方程式を中心に研究が
すすめられてきたが、それよりも高階の延長
空間における可積分条件を不変式・共変式の
言葉で表現し、その障害類を具体的なリーマ
ン多様体に適用することを一つの目的とす
る。 
更にこの研究を遂行する上で必要となる
表現論上の幾つかの課題（plethysm と呼ば
れている表現のある種の合成積の既約分解
公式を求めること、不変式・共変式の表示法
等）についても取り組む。 
 
３．研究の方法 
 本研究では微分幾何学における多くの課
題に取り組むが、基本的な道具はリー群・リ
ー環の表現論である。幾何構造、あるいは微
分方程式の幾何学的理論においては過去に
も多くの立場から表現論が有効に使われて
きており、本研究もある一面ではそれを引き
継ぐものであるが、従来の立場と大きく異な
るのは「不変式・共変式」を前面に出して研
究をすすめる視点である。そのためには、直
接微分幾何学上の問題とは関わりのない表
現論上の問題にも、積極的に取り組むことに
する。 
 研究分担者の田丸氏、連携研究者の今野氏
は共にリー群・リー環の表現論に造詣が深く、
また研究分担者の澁谷氏は微分方程式の幾
何学的理論の専門家であり、研究を遂行する
過程でこれらの方々に多くのアドバイスを
頂く。近隣にいる研究者との意見交換は、研
究を進めるにあたり陰に陽に大きな影響を
与える重要なステップである。（実際、本研
究の最終年度においては、長年の懸案であっ
た「長大な不変式の表示法」を特別な場合に
解決することができたが、この進展もこれら
研究者との日常的な意見交換が implicit な
支えとなっている。） 
 また研究を進めるにあたっては、各種研究
集会に参加し、あるいは広島大学における研
究集会に関連研究者に参加して頂き、活発に
意見交換する場を設定する。これにより、お
もいもよらぬ知見が得られることも多々あ
り、この種の交流は本研究のみならず今後の
研究を展開する上においても大変有用なも
のである。 
 
４．研究成果 
 本研究期間中、下記の諸成果を得ることが
できた。 
（１）平坦な共形構造に関する研究。リー群
上の左不変で共形平坦な構造とある条件を
満たすリー環の表現との間には１対１の対
応があることが知られているが、この条件を
満たす表現が存在するための必要条件を



種々求めることに成功した（これが必要十分
条件であるかどうかは未解決で、これは今後
の研究課題である）。更にその応用として、
低階のＡ型リー群上には、左不変で平坦な共
形構造の存在しないことを示すことができ
た。またこの種の幾何構造が存在するリー環
上には、ある性質をもつ不変式の存在するこ
とを示すことができ、更にこの共形構造が下
部幾何構造（定曲率リーマン計量）から誘導
される場合には、この不変式が特別な形の因
子を持つことを示すことができた。平坦な射
影構造の場合と比べ、共形構造の場合はモデ
ル空間の群構造が複雑であるため、不変式の
構成はやや複雑なものとなる。 
（２）plethysm の分解公式。本研究の随所
において plethysm と呼ばれている、表現の
ある種の合成積の分解公式が必要となる。そ
の基本データは冊子「Plethysm の分解式 
データ資料集」（〔その他〕配布印刷物）とし
て関連研究者に配布した。この分解公式は一
般の場合には未だに得られていない表現論
上の未解決問題の一つであるが、ｎ次元空間
上の３次形式上の多項式環の場合について、
各既約成分とある多面体の内部格子点との
間に１対１の対応があることを示した。これ
により、この場合には plethysm の既約成分
の個数を表す母関数を具体的に表示するこ
とが可能となった。更に、相互律を適用する
ことにより、一般のｍ次形式が３次の不変式
を持つ場合をすべて確定することができた。 
（３）４角形の相似不変量。これは予想外の
成果であったが、一般の４角形（自己交差も
許す）における７個の相似不変量を具体的に
求め、それを用いてラングル変換（４角形の
一般化された外心を用いて構成されるある
種の変換）が involutive であることを不変
式論的観点から記述することに成功した。こ
の成果自体は初等幾何学の枠内に収まって
しまう内容のものであるが、不変式の従属
性・不変式間の恒等式を見出しながら目標と
する等式を示す点において、例えば曲率テン
ソルの成すテンソル積空間等と類似の現象
が見出され、不変式・共変式の取り扱い方に
ついて、本研究の今後の方向性を示唆してく
れるよいモデルであることが判明した。 
（４）ガウス方程式が可解となるための新た
な条件。テンソル積空間を既約分解すると
様々な既約成分が得られるが、その各既約成
分とリーマン多様体の曲率テンソルの積を
とった後、更にその既約成分を取り出すこと
により、既約成分間のある種の線形写像を構
成することができる。最初と最後の既約成分
を適切に選ぶと、ガウス方程式が低余次元に
おいて解を持つ場合には、この線形写像の階
数が一般の場合と比べて小さくなることを
発見した。具体的に余次元が３以下のところ
までこのような例を見つけている。適切な既
約成分を見つけるために、（２）に記載した
plethysm の分解公式を活用した。ただし、実
際に線形写像の階数を計算するには既約表

現空間の基底をどのように選べばよいのか、
その方法が（計算機を用いたとしても）困難
であり、現時点では具体的なリーマン多様体
への応用例が見つかっていない。これは今後
の大きな課題である。 
（５）R^4 に局所等長埋め込み可能な３次元
リー群の分類。３次元リー群上の左不変計量
の分類問題は田丸・橋永らの研究によって完
成している。その分類結果に基づいて、３次
元リー群の左不変計量で、局所的に４次元ユ
ークリッド空間に等長埋め込みが可能とな
るものを全て求めることに成功した（これは
橋永貴弘氏との共同研究）。この中には、ガ
ウス方程式の可解性のレベルで判定できる
ものもあるが、その一方ガウス方程式だけで
は判定できないものがあることも明らかに
なった。そのような計量についてはガウス方
程式より更に高階の延長空間における障害
テンソルを計算することにより分類を完了
することができた。ここで展開した高階の延
長空間における可積分条件を用いる新しい
手法は、次の（６）の研究に繋がる重要な視
点であり、今後更なる展開が期待されるもの
である。 
（６）R^4 の超曲面として局所等長埋め込み
可能なリーマン多様体の特徴付け。リーマン
多様体が超曲面としてユークリッド空間に
局所的に等長埋め込み可能となるための必
要十分条件は、ガウス方程式とコダッチ方程
式を満たす対称な２次対称テンソル場が存
在することである。これは古典的によく知ら
れている結果であるが、コダッチ方程式は２
次対称テンソル場に関する微分方程式であ
るため、コダッチ方程式を直に用いて等長埋
め込みの非存在性を示すことは事実上不可
能である。そこで、局所等長埋め込み可能と
なるための必要十分条件をリーマン多様体
の内在的不変量でもって表せという問題が
自然に発生するが、この問いについて３次元
の場合に解決することができた。（若干、例
外的なケースが残されているが、一般的な３
次元リーマン多様体に対しては、必要十分条
件が得られた。）この場合、ガウス方程式が
可解となる必要十分条件は昔から知られて
いたが、コダッチ方程式に相当する条件につ
いては、（５）で述べた高階の延長空間にお
ける可積分条件を曲率とその共変微分の言
葉で表したRivertzによる条件式がそれにと
って変わる内在的条件であることを証明す
ることができた。Rivertz の条件式は、その
まま直接書き下すと膨大な長さの共変式と
なり、手がつけられなくなるが、古典的不変
式論でよく利用されていた記号的方法
(symbolic method)をうまく活用することに
より、人による手計算でこの膨大な長さの式
を処理することが可能となった。この記号的
方法は、この局所等長埋め込み問題のみなら
ず、幾何学における他の様々な問題において
も今後有用に働くものと期待される。 
 



 以上、本研究により予想外の成果を得るこ
とができた面がある一方、未完了の研究課題
もまだ多くある。また時間的な制約のために、
未だ論文としてまとめられていない成果が
多く残されている。これらについては、引き
続き研究をすすめると同時に、順次研究成果
を公表してゆく所存である。 
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