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研究成果の概要（和文）：最小跡に関する総合的な研究として，５つのテーマに分けてバランスよく進展させた．(A) 
Jacobi の最終定理の拡張に関してはその特異点を決定した．(B) 最小跡の構造をグラフ理論的に調べる一連の研究で
はその主論文を完成させた．(C) 曲面のすべての点がどこかの点からの距離関数の臨界点となることを最小跡の性質を
用いて示した論文を公表できた．(D) 凸多面体が平らに折り畳めることをその最小跡を用いて示した．(E) 最小跡がフ
ラクタル集合となるフィンスラー計量を構成した．この中で，多面体の折り畳み方に最小跡の構造を応用することなど
は新たな研究方向と思われる．

研究成果の概要（英文）：This research was separated 5 themes and got progress all themes as the synthetic 
research. (A) As an extension to general dimension of Jacobi's last statement we could determine the type 
of its singularities. (B) A main paper of series of studies of the structure of cut locus by using graph t
heory was accepted. (C) The sensational paper was published which proved by using cut locus that every poi
nt on surface is a critical point of distance function from some point. (D) By using cut locus we showed a
ny convex polyhedron is continuously flattened. (E) We construct Finslerian metric with fractal cut locus.
 In these studies it seems the flattening of polyhedral with cut locus structure is a remarkable new direc
tion of research.
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１． 研究開始当初の背景 
 最小跡の研究は，H.Poincare による曲面
の位相との関連から始まり，その後の長く研
究され続けてきた．最近，最小跡までの距離
関数の Lipschitz 性を示し，Ambrose の問
題が曲面で肯定的に解決し，楕円面の一般の
点の最小跡の決定し，Jacobi の定理(共役跡
の尖点は４つ）に完全な証明を与え一般次元
への拡張を試み始めた． 
 
２．研究の目的 
 本研究は，以下に述べるように着実に進展
してきている最小跡に関連する研究を， 
この機会に新しい方向も含め更なる発展を
目指すものである． 
次の５つのテーマ (A) Jacobi の最終定理
の一般化と二次曲面的な現象，(B) 最小跡の
構造と性質の研究(グラフとの関連，第２最小
跡)，(C) 最小跡に関連する諸問題（最遠点集
合，擬測地線，距離関数の臨界点等）の研究，
(D) 最小跡を応用する問題（PL 多様体の最
小跡，多面体を平らに折り畳む問題，多面体
の unfolding 等），(E) 関連する他の計量に
おける最小跡の考察，に分け，(A)と(C)は益々
の発展を，(B)と(D)は特に新たな研究方向が
含まれており，これらをバランスよく発展さ
せることを目的とする． 
 
３．研究の方法 
(1) 現段階である程度得られている多くの 

結果を，まず論文にまとめ発表する． 
(2) 各テーマごとに次のように計画した． 

(A) Jacobi の定理の一般化の特異点を具
体的に決定する．糸による二次曲面を構成
する論文の執筆を進める．(B) 曲面の最小
跡のグラフ理論的な構造について論文に
まとめ発表する．(C) 距離関数の臨界点を
最小跡との関連で調べる．(D) 多面体を平
らに折り畳むことや多面体の展開に最小
蹟を用いて考察する．(F) フィンスラー計
量の最小蹟等について考察する． 

(3) 本研究は多くの共同研究から成り立っ
ており，共同研究者と直接会っての詳細な
議論が必要不可欠であり，また多くの他分
野との関連も深く，それらの研究者の研究
協力や専門知識の供与を必要であり，その
ための出張を計画している． 

 
４．研究成果 
(1) 研究期間内に 24 編の学術論文が発表及
び受理された．当初の予定よりおくれてま
だ論文の形にまとまっていないものもあ
るが，３年間の数学の論文数としては十分
な成果と言える．また，海外で 17 回，国
内で 28 回の研究発表を行った．そのうち
招待講演は 7 回である． 

 
(2) 各テーマごとには次のような結果が得
られた． 

(A) に関しては，二次曲面を含むある種の 

Liouville 曲面に関して最小跡を決定す
る論文を発表した．また，Jacobi の定理
の一般化に関してその特異点を決定し論
文の執筆を進めた．更に，糸による二次曲
面を構成する論文を投稿した(清原との共
同研究)． 

(B) に関しては，曲面の最小跡のグラフ理論
的な構造についての一連の4つの論文のう
ち一つが発表され，メインとなる論文が受
理された．他の２つは公表に向けて修正中
である(Vilcu との共同研究)．第２最小跡
に関しては研究を始めるための準備を行
った． 

(C) に関しては，曲面においてすべての点が
どこかの点からの距離関数の臨界点とな
ることを示した論文 Every point is 
critical を 公 表 し た (Barany, Vilcu, 
Zamfirescu と共同研究)．また，以前投稿
していた凸曲面において四角形の比較定
理を使い最遠点集合の位置と擬閉測地線
との関連の論文を発表した(Ieiri, Vilcu 
との共同研究)．空間開曲線の全曲率が最
小となる曲線が折れ線からなることを示
した論文を発表した(榎本との共同研究)． 

(D) に関しては，正多面体を連続的に平らに
折り畳むことができることを示したｒン
分を発表した(奈良との共同研究)．更に，
凸多面体を連続的に平らに折りたたむこ
とをその最小跡を用いて行う論文を発表
した(奈良，Vilcu との共同研究)．また，
多面体の unfolding の refold に関する
新たな研究を MIT のグループとはじめ，
正十二面体といくつかの準正多面体が 
edge unfolding に 関 し て  refold が 
regid であることを示し，J. O'Rourke が
国際研究集会で発表した． 

(E) に関しては，フィンスラー計量でも最小
跡がフラクタル集合となる計量の構成に
関して進展が得られた(Sabau との共同研
究)． 

 
(3) 新たな研究方向といえるのは，(B)の最
小跡とグラフ理論との関連や，第２最小跡
の研究の準備等と，(D) の凸多面体を最小
跡を用いて平らに折り畳むことができた
ことや，最小跡での展開等や PL 多様体に
関する研究尾準備である．特に任意の凸多
面体の平らな折り畳みに最小跡が偶然に
非常にうまく役立ったことは特筆すべき
結果と思われる． 
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