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研究成果の概要（和文）：　本研究ではBorsuk-Ulam型定理や順序極小トポロジーの観点から等変写像の存在問題およ
び分類問題を研究した．等変写像とは２つのG空間の間のG同変連続写像で軌道構造を保つものをいう．本研究で以下の
結果を得た．
 (1) 表現空間の間の等変写像について，等変Borsuk-Ulam定理が成立する新たな有限群の族を発見した．これは等変写
像の存在性の必要条件を与える．
 (2) 分類問題に関しては，G自由多様体から表現空間への等変写像の等変ホモトピー類を考察し，ある条件下では，多
重写像度により，等変ホモトピー類が分類できることを示した．これは 古典的なHopfの定理の一般化である．

研究成果の概要（英文）： In this research, we studied the existence and classification problems of isovari
ant maps from the viewpoint of the Borsuk-Ulam theorem and  the o-minimal topology.  The isovariant map be
tween G-spaces is an equivariant map preserving their orbit structures.  We obtain the following results: 
(1) We found new families of finite groups for which the isovariant Borsuk-Ulam theorem holds.  This provi
des a necessary condition for the existence of isovariant maps.  (2) In the classification problem, we con
sider isovariant homotopy classes of isovariant maps from a closed free G-manifolds to a sphere of a repre
sentation space, and  in suitable situation, we obtain that the multidegree classifies isovariant homotopy
 classes. This result is a generalization of the classical Hopf theorem.
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１．研究開始当初の背景 
 G 空間の軌道構造を保つ同変写像 f : X → 
Y はイソトロピー群（スタビライザー）につ
いて Gx=Gf(x)をみたす同変写像として特徴付
けられる．このような写像は G空間の軌道構
造を保ち，等変写像 (isovariant map) とい
われる．当初，等変写像は Palais により軌
道写像の分類に応用されたが，その後，群作
用をもつ多様体，すなわち同変多様体の分類
問題にも応用され，同変手術理論の発展とと
もに，1980 年代後半 Browder により「強ギャ
ップ条件のもとで，同変ホモトピー同値写像
は等変ホモトピー同値写像に同変ホモトピ
ックである」との結果が報告された．2006 年
に半自由作用の場合の別証明がSchultzによ
って与えられ，この結果は等変性を用いた同
変多様体の分類問題の研究おいて基盤とな
る結果となった．さらにCappell, Weinberger, 
Yan らは等変性の枠組みで同変手術理論を
展開し，同変多様体の新しい分類理論を構築
しつつあった．また，Connolly, Davis, Khan
らは，擬自由作用をもつ多様体について，あ
る種の等変性のもとで，Quinn により提出さ
れた同変 Borel 予想が成り立つこと（等変位
相的剛性定理）を報告していた．一方，我々
は Wasserman の先行研究を発展させ，等変写
像の Borsuk-Ulam 型定理を研究してきた．こ
のように近年において様々な角度から等変
写像の重要性が認識されつつあった． 
 
２．研究の目的 
 以上のような背景のもと我々は，等変写像
の基礎理論として，以下の 3点を重点的に解
明することを目的とした． 
(1) 第１の目的は，「等変写像の存在・非存
在問題」の解明である．等変性を仮定した同
変手術理論は一般に等変ホモトピー同値写
像などの存在を仮定して理論が展開されて
いるが，その存在性は明らかでない．そこで， 
Borsuk-Ulam 型定理の観点から等変写像の存
在・非存在性を研究し問題の解明を目指した． 
(2) 第２の目的は，「等変写像の等変ホモト
ピー類の分類問題」の解明であった．同変閉
多様体から表現球面への同変写像 f : M → 
SW の同変ホモトピー類の分類問題を中心に，
等変ホモトピーによる分類定理（等変 Hopf
型定理）の確立を目指した． 
(3) 第３の目的は，「等変写像の変形問題お
よび近似定理」の解明であった． (1), (2)
の研究を基盤に，同変写像の同変ホモトピー
による等変写像への変形可能性を考察し，等
変性の位相的，幾何的役割を明らかにするこ
とを目的とした．そのために，変形問題とと
もにこれらの近似定理を等変写像で考察し，
等変近似定理の確立を目指した． 
 
３．研究の方法 
(1) 長崎生光と川上智博の２名の体制で，３
年間にわたり研究を進めた．長崎は研究の遂
行と共に，研究代表者として研究全体の統括

をした．川上は，長崎と密に連携しながら近
似定理を主として担当した．両者は毎年，研
究セミナーを開催し，研究の進展具合を確認
しながら，個々の研究を行った． 
(2) 存在・非存在問題と分類問題は平行して
研究を進めた．存在問題は等変 Borsuk-Ulam
型定理と密接な関係があるのでその一般化
をすることで等変写像の存在・非存在問題を
研究した．分類問題に関しては同変障害理論
を利用し研究を進めた． 
(3) 変形問題の解明には近似定理が重要な
役割を果たすことが予想されたので，まず，
近似定理の解明を目指した．そのために順序
極小トポロジーの手法を用いて研究を進め
た． 
 
４．研究成果 
(1) 等変写像の非存在性．G はコンパクト・
リー群とする．G表現空間 V, W の間の等変写
像 f: V → Wが存在するとき,Borsuk-Ulam 不
等式 

dim V - dim VG ≦ dim W - dim WG 

が成り立つとき G を Borsuk-Ulam 群という．
また，G の任意の(閉)部分群が Borsuk-Ulam
群であるとき，Gを強 Borsuk-Ulam 群という. 
Wasserman による研究により素数条件をみた
す有限群や可解コンパクト・リー群 G は
Borsuk-Ulam 群であるが，その他の場合は未
解決であった．ここで素数条件とは Gの組成
列に現れる単純群 Giについて，Giの位数を割
る素数 pの逆数の和が 1以下になるという条
件である． 
 本研究では部分群の半順序集合に関する
メビウス関数と表現論，群論の応用により，
新たなBorsuk-Ulam群の族を発見することに
成功した．さらにこれらは強 Borsuk-Ulam 群
でもあることが証明された．また，Wasserman
の素数条件をみたす有限群も強 Borsuk-Ulam
群になることが証明された．  
 
定理１．以下の群は強Borsuk-Ulam群である． 
(ⅰ) SL(2,q), PSL(2,q), GL(2,q), GPL(2,q)． 
(ⅱ) Gの 2-Sylow 部分群が巡回群，二面体群，

一般四元数群である有限群． 
(ⅲ) G の p-Sylow 部分群（pは Gの位数を割

る素数）が巡回群である有限群． 
 
 これらの群の中にはWassermanの素数条件
をみたさない例も含んでおり，真に新しい
Borsuk-Ulam 群の例を与える． 
 これらのキーになる結果はBorsuk-Ulam不
等式 

dim V - dim VG ≦ dim W - dim WG 
に関するGの指標とメビウス関数を用いた新
規の評価式にある． 
 
(2) 等変写像の存在性．等変 Borsuk-Ulam 型
定理の逆問題でもある存在性に関する研究
を表現空間の場合に行った． 
 表現空間 V, W の間の双方向に等変写像が



存在するとき，VとWは等変写像同値という．
等変写像同値は同値関係であるのでこの同
値関係での分類の研究を進めた．G が強
Borsuk-Ulam 群であれば，G 不動点自由な V
と Wの次元関数について Dim V = Dim W が成
り立つ．ここで Dim V は部分群の集合 S(G) 
から整数の集合 Zへの関数で 

(Dim V)(H)=dim VH, H∈S(G) 
で定義される． 
 G が強 Borsuk-Ulam 群のとき，G 不動点自
由な表現空間V,Wが等変写像同値ならば次元
関数について Dim V = Dim W がなりたつ．そ
こで本研究では Dim V = Dim W のとき，双方
向の等変写像がいつ存在するかという問題
を考察し，以下の結果を得た．  
 
定理２．コンパクト・アーベル群 Gの G不動
点自由な表現空間 V, W について Dim V = Dim 
W ならば Vと Wは等変写像同値である． 
 
 このような結果は同変写像では成り立た
たない．非アーベル群については一般には未
解決であるが，二面体群の 2次実既約表現 V, 
W について Dim V = Dim W であるが，その間
に等変写像が存在しない例が見つかってい
る． 
 対称群 Sn(n≦11)は強 Borsuk-Ulam 群であ
るので G 不動点自由な表現 V, W について，
等変写像同値ならば次元関数が一致する．さ
らに Snの指標の整数性より，次元関数が一致
すれば Sn表現は互いに同型である．以上のこ
とから以下の結果が得られた． 
 
定理３．対称群 Sn(n≦11)の不動点自由な表
現 V, W について，等変写像同値ならば同型
である． 
 
 これは一種の剛性定理であり，等変写像の
独自性が現れている． 
 
(3) 等変写像の分類.等変写像の等変ホモト
ピー類の分類問題を考察するにあたり，Hopf
型の定理を考察が必要になる．そのために本
研究では G 作用のない場合で Hopf 型の定理
を考察した． A は Cnの k次元分空間配置，MA

はその補空間とする．d=n-k とし，2d-1 次元
連結閉多様体 Nを考える．このとき，以下の
結果を得た． 
 
定理４．MAの基本群はアーベル群とする． 
(ⅰ）Nが向き付け可能のとき全単射 

[N, MA] ≅ ⊕ Z (|A|個の直和） 
が存在する． 
(ⅱ）Nが向き付け不可能のとき全単射 

[N, MA] ≅ ⊕ Z/2 (|A|個の直和） 
が存在する． 
 
 これらの全単射は多重写像度で与えられ，
古典的な Hopf の定理の拡張になっている．
多重写像度を等変写像に適用するとある種

の場合に等変写像の等変ホモトピー類の分
類が可能になる．Mは連結閉 G自由多様体,SV
は複素表現空間の球面とする．[M, SV]isov は
Mから SV への等変ホモトピー集合とする．こ
のとき以下の結果を得た． 
 
定理５．dim M = dim SV - dim SV>1−1 とする． 
SV>1は特異集合を表す． 
(ⅰ）Mが向き付け可能で G作用が向きを保つ
とき，全単射 

[M, SV]isov ≅ ⊕ Z  
が存在する． 
(ⅱ）Mが向き付け不可能で Gが奇数位数のと
き，全単射 

[M, SV]isov ≅ ⊕ Z/2  
が存在する． 
ここで直和の個数は，k=dim SV>1とするとき，
Vの k次元部分空間の個数である． 
 
上記以外の場合，すなわち M が向き付け可能
で G 作用が向きを保つとは限らないときや，
Mが向き付け不可能で Gが偶数位数のときは 
多重写像度のみでは分類できないが，同変障
害理論を適用し，同変コホモロジー群を計算
することで，[M, SV]isovの構造を決定できた． 
 
(4) 同変順序極小トポロジー．順序極小な実
閉体上のトポロジーが近年発展している．こ
れは実半代数的集合や Nash 多様体論の研究
の一般化である．F が実閉体とは順序体であ
り F(√-1)が代数的閉体になるものである．
実数体は実閉体である．実代数的数全体の集
合 Ralgは最小の実閉体である．実閉体上の順
序極小構造を与え，その構造での定義可能集
合および定義可能写像を考えると多くのト
ポロジーの結果の順序極小版が証明できる．
我々は順序極小構造のもとで同変トポロジ
ーを展開し，等変写像の変形および近似定理
の研究を進めた．主な結果は以下の通りであ
る． 
① 定義可能 C2 関数の空間の中で，定義可能
モース関数は開かつ稠密である． 
② 局所順序極小構造におけるセル分解定理
が成り立つ． 
③ 群 G をコンパクト・アフィン定義可能 Cr

群とするとき,G 不変全射沈めこみ定義可能
Cr写像は,部分的定義可能 Cr-G 自明である． 
④ 定義可能完備構造に対して,コンパク
ト・アフィン定義可能 Cr-G 多様体上の同変モ
ース関数は,G 不変定義可能 Cr 関数全体にお
いて,開かつ稠密である． 
⑤ 定義可能 G 集合の各点に定義可能スライ
スが存在する． 
⑥ 定義可能 G 集合に関する G ホモトピー拡
張定理が成り立つ． 
 
(5) 定義可能障害理論．順序極小構造のもと
での定義可能障害理論を研究し，以下の結果
を得た．  
 



定理６．Y を定義可能連結集合とし，定義可
能ホモトピーの意味でn-1連結であるとする．
X, A を定義可能 CW 複体とし，X は A に n 次
元以下のセルを接着してできているとする．
f: A → Y が定義可能写像ならば f の拡張で
ある定義可能写像 F: X → Y が存在する． 
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