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研究成果の概要（和文）：曲面結び目を分類するために、チャートを用いて分類表を作成する事を目的とする。４つの
交差を含む4-チャートや 5-チャートの場合、球面を表すチャートであれば、最小チャートでないことを示した。丁度
６個の白頂点を含む最小チャートは６種類のチャートを含むことを示した。最小チャートは C 変形で変形して白頂点
や交差の一番小さいチャートをいう。更に共役変形と安定化変形を考えて、CS-最小チャートというものを考える。丁
度６個の白頂点を含む CS-最小チャートはリボンチャートと2-ツイスト-スパントリフォイルを表すチャートの積であ
ることを示した。これより、白頂点が７個以下のチャートは、ほぼ分類が終わった。

研究成果の概要（英文）：To classify surface-links, we make a table of surface-links by using charts. 
First we show that there is no minimal 4-chart nor minimal 5-chart which represent a sphere in 4-space. 
Next we show that any minimal chart with six white vertices contains one of six kinds of charts. Here a 
minimal chart means that the chart has the minimal number of crossings (or white vertices) among the 
charts C-move equivalent to the chart.
 There are other moves between charts called a conjugation and a stabilization. To consider these moves, 
we define a CS-minimal chart. We show that any CS-minimal chart with exactly six white vertices is the 
product of a ribbon chart and a chart representing a 2-twist spun trefoil. To combine other results, we 
complete a classification of charts with at most seven white vertices module ribbon charts.

研究分野： トポロジー

キーワード： 曲面結び目　チャート　白頂点　交差
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
４次元空間内の曲面結び目(埋め込まれた

曲面)の研究は、モーション・ピクチャーや曲
面絡み目のダイアグラムといった手法を用
いて研究する方法がある。最初のモーショ
ン・ピクチャーとは、４次元空間内の図形を、
時間とともに３次元空間内の図形が変化す
るものと考えて、４次元空間内の図形を捉え
る手法である。ダイアグラムとは、４次元空
間の図形を p(x,y,z,w)=(x,y,z) という写像で
３次元空間内に射影し、その像で４次元空間
内の図形を捉える手法である。前者は、多く
の３次元空間内の図形が必要で、後者は３次
元空間内の立体図形を扱う必要があり、長所
もあるが、表示方法に欠点もある。 
鎌田氏によって、円板内のラベル付き、向

き付きグラフで、４次元空間内の曲面結び目
(埋め込まれた曲面)を表示する画期的な方法
が開発された。このグラフはチャートと呼ば
れている。このチャートを用いて曲面結び目
の分類表を作成したいということが、この研
究の動機である。３次元空間内の結び目は交
差点数に関する分類表があり、結び目理論の
発展に大いに役立っている。曲面結び目につ
いては、画期的な分類表が無く、曲面結び目
についての研究の発展のためにも、分類表の
作成は欠くことが出来ないと思われる。 

 
２．研究の目的 
 本研究はチャートを使って曲面結び目を
分類することが目標である。チャートには 3
種類の頂点があり、それぞれ次数が１の頂点
(黒頂点)、次数が４の頂点(交差)、次数が６の
頂点(白頂点)である。例えば、下図のチャー
トは丁度６個の白頂点を含むチャートの例
である。このチャートは、2-ツイスト-スパ
ン トリフォイルと呼ばれる曲面結び目を表
すチャートである。 

特に、以下のチャートを調べることが目標で
ある。 
（１）４つの交差を含む最小 n-チャート に
ついて調べる。 
（２）白頂点が４つや６つのチャートの内、
リボンチャートでないものを決定する。 
（３）白頂点が９個であるチャートについて
調べる。 
 チャートにはC変形と言うチャートの間で
の変形がある。この変形に対して、それらの

チャートに対応する２つの曲面絡み目は同
値であることが知られている。従って、チャ
ートを使って、曲面絡み目の研究を行うこと
が出来る。 
３次元空間内の結び目は交差点数の数が

最小のものを、順番に調べた分類表がある。
ここでの目的は、C 変形で変形して、白頂点
が最小なチャートを調べた分類表と、交差が
最小なチャートを調べた分類表の両方を作
成することを目的とする。特に C変形で変形
して、白頂点が最小なチャートや交差が最小
なチャートを最小チャートと呼ぶ。 
 
３．研究の方法 
研究目的（２）や（３）については次のよ

うに調べる。まず、チャートは型(白頂点の種
類)を決める。 
すると、ある程度グラフの形が決まってく

る。従って、白頂点の数が４や６や９など決
まっていると、チャートの型は種類が限られ
る。それらのチャートの絵を順番に描いてい
く。その中から、最小チャートの性質を発見
していこうと計画していた。 

C-I-M4 変形のような大きくチャートを変
える変形の開発も行い、一見異なったチャー
トでも同値なチャートを調べ、チャートの分
類に結び付けていく。 
研究目的（１）である交差が４つのチャー

トを調べるために、まずはタングルと呼ばれ
る円板内のチャートについて調べる。さらに、
多くのチャートの例が作られると思うので、
それらを分類するため、不変量を計算するソ
フト開発も行う。そのソフトを使うことによ
り、チャートを用いた曲面結び目の分類表を
作成することを目的とする。 
 
４．研究成果 
 
（１）Γを 4-チャートとする（つまり辺の
ラベルが１か２か３であるチャートである）。
ラベルがｍの辺からなる部分グラフ Γmと表
すことにする。Γ1∪Γ3 を交差により分ける
と、互いに交わらないグラフとなる。これら
が木からなるグラフであるとき、Γを線形チ
ャートということにする。チャートは４次元
空間内の曲面絡み目を表しているが、その曲
面が球面達であるとき、チャートを 2-link 
チャートという。1 番目の結果は『丁度４つ
の交差を含む 2-link 最小線形 4-チャート
は存在しないこと』を示した。この研究で、
交差が４個のチャートは交差が３個以下の
チャートに比べて数倍複雑でありそうだと
分かった。交差が３個のチャートは３種類の
チャートを調べればよかったが、交差が４個
のチャートは１３種類ほど調べなければな
らなかった。 
 
（２）（１）の結果を拡張することが出来て、
線形であると言う条件が不要であることが
分かった。つまり、２番目の結果は『丁度４

 



つの交差を含む 2-link 最小 4-チャートは
存在しないこと』を示した。 
2-link 4-チャートは黒頂点が丁度８個あ

ることが知られている。この結果を証明する
中で、丁度４つの交差を含む最小 4-チャー
トで、黒頂点が８個のものが１つ発見された。
調べることによって、トーラスと１つの球面
からなる曲面絡み目を表すことが分かった。
補空間の基本群を調べると、自明な曲面絡み
目と同じであると分かったが、実際に自明な
曲面絡み目と同値であるかは、今後の課題と
して残った。 
2-link 最小 4-チャートを調べる際に、表

示方法を工夫し、８種類ほどのチャートを調
べて結論が得られた。この表示方法は、境界
が同じ色の辺からなる円板内のチャートと、
残りが木のグラフとなるようにチャートを
分ける。そうすることによって、１つの絵で、
様々なチャートを表し、場合の数が大量にな
る所を、上手く数を少なくすることに成功し、
調べることが可能になった。 
 
（３）つぎの目標としては、交差が４つある
5-チャート(辺のラベルが１か２か３か４で
あるチャート）を調べることである。4-チャ
ートでは, 交差の種類が１種類しかないの
に比べて 5-チャートでは種類が３種類と増
え、複雑になる。全部で１５種類の chart に
ついて考えないといけない。今回分かったこ
とは、その１５種類の内、調べるに必要があ
るチャートは以下の６種類のものであるこ
とが分かった。つまり、『最小 5-チャート Γ 
で、交差を丁度４個含むならば、必要ならば
ラベルを入れ替えたりすると、Γ は次の６
つのいずれかである。(1) c(Γ1∩Γ4)=4, (2) 
c(Γ1∩Γ4)=3, c(Γ1∩Γ3)=1, (3) c(Γ1∩
Γ4)=2, c(Γ1∩Γ3)=2, (4) c(Γ1∩Γ4)=2, 
c(Γ1∩Γ3)=1, c(Γ2∩Γ4)=1, (5) c(Γ1∩
Γ3)=4, (6) c(Γ1∩Γ3)=2, c(Γ2∩Γ4)=2』
を示した。ここで、c(G) はグラフ G に含ま
れる交差の個数とする。交差が４個の 4-チ
ャートは c(Γ1∩Γ3)=4 であることを考え
ると、交差が４個の 5-チャートは 4-チャー
トよりかなり複雑であることが分かった。 
 
（４）（３）により、交差の種類を調べたこ
とを使って、『丁度４つの交差を含む 2-link 
最小 5-チャートは存在しないこと』を示し
た。この結果は一般の一部のチャートについ
ても成り立つことも分った。Γを n-チャート
(辺のラベルが１か２か・・・か n―1 であ
るチャート）とする。『丁度４つの交差を含
む c(Γ1∩Γn－１)=４であるような 2-link 
最小 n-チャートは存在しないこと』を示し
た。 
これを調べるために最小チャートの性質

を詳しく調べ、今までの結果を綺麗に整理す
ることも出来た。特に、円板の境界が Γm に
含まれる３色円板や２色円板が重要な役割
を果たしていることが分かった。チャートの

辺の向きのある種の一定の法則を持った流
れもあることも分った。勝手な向きであると
最小チャートにはならなく、川の流れの様に
一定の向きが決まっているようであること
が分かった。これらの性質により、一般のチ
ャートでも、４-チャートの性質が重要であ
ると分ってきた。 
 
（５）次の結果は、白頂点の数が６個の最小
チャートについてである。丁度６個の白頂点
を含むチャートの例として、上の図の様な 2-
ツイスト-スパン トリフォイルを表すチャ
ートがある。リボンチャートは白頂点のない
チャートと C同値なものをいう。 
Γをチャートとする。チャートΓの型を次

のように定める。白頂点を含むΓiの内、ラベ
ル iが最小のものをｍとする。チャートΓが
（ｍ;n1,n2,・・・, nk）であるとは、各 
i=1,2,・・・,ｋに対して、w(Γi∩Γi+1)=ni
であり、w(Γm+k)≠0 であり、各 i＞ｍ+k に対
して、w(Γi)=0 である。ここで、w(G) はグ
ラフ Gに含まれる白頂点の個数とする。 
白頂点の数が６の最小チャートの型は、

(m;6), (m;4,2), (m;3,3), (m;2,2,2)の４種
類を調べればよい。上の 2-ツイスト-スパン 
トリフォイルと呼ばれる曲面結び目を表す
チャートは（1;4,2）型のチャートである。
今まで分類表作成のために、白頂点の数が４
個、５個、７個について調べていた。白頂点
の数が６個である最小チャートは、４種類の
型 (m;6), (m;4,2), (m;3,3), (m;2,2,2)に
ついて調べればよいが、これらについて調べ
て、次のような結果が得られた。「丁度６個
の白頂点を含む最小チャートは“2-ツイスト
-スパン トリフォイルを表すチャート”か、
後５種類のいずれかのチャートを含むこと」
が示された。 
これまでの多くのチャートに関する結果

は、C変形と言う n-チャートの間での変形の
もので、白頂点が最小のものを調べた結果で
ある。この変形以外にも共役変形と安定化変
形と呼ばれるチャートの変形がある。この２
つの変形に対して、それらのチャートに対応
する２つの曲面絡み目は同値であることが
知られている。特に、安定化変形は n-チャー
トを(n+1)-チャートに変形するものである。 
丁度６個の白頂点を含む最小チャートは

６種類のチャートのいずれかを含むことが
分かったが、更に共役変形と安定化変形も考
えると、白頂点を含む最小チャート（CS-最
小チャートと呼ぶ）は、リボンチャートと“2 
ツイスト-スパン トリフォイルを表すチャ
ート”の積である」ことが示された。 
  これらの結果から、白頂点の数が７個以下
のチャートについて、リボンチャートを無視
すれば、分類が終わったことになる。また、
今まで使い方の分らなかった安定化変形の
使い方が分り、画期的なことは安定化変形を
用いた一般的な変形方法が開発されたこと
である。これによって、C-変形では分類出来



ないチャートが分類されたのである。  
 
（６）（５）より、次の目標として、白頂点
が８個と９個のチャートが考えられる。 
型 (n1,n2,・・・, nk)のチャートΓに対し

て、もし n2,・・・, nk-1 のいずれかが、０
であるならば、Γは２つのチャートの積に C
同値であることが示されている。２つのチャ
ートの積とは交わらない２つの円板内にあ
るチャートの和集合で表されるチャートの
ことをいう。 
これを用いて、次の型を調べればよいと分

かった。白頂点が丁度８個の最小チャートは、
９種類の型、(8), (6,2), (5,3), (4,4), 
(4,2,2), (3,3,2), (3,2,3), (2,4,2), 
(2,2,2,2)について調べればよいことが分か
った。 
 白頂点が丁度９個の最小チャートは、１５
種 類 の 型 、 (9), (7,2), (6,3), (5,4), 
(5,2,2), (4,3,2), (4,2,3), (4,1,4), 
(3,4,2), (3,3,3), (2,5,2), (4,1,2,2), 
(3,2,2,2), (2,3,2,2), (2,2,1,2,2)につい
て調べればよいことが分かった。 
 これらの沢山の型のチャートを調べるこ
とは次回の課題の１つである。 
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