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研究成果の概要（和文）：非可換等質ケーラー多様体上のゲージ理論について研究してきた。非可換多様体を構成する
ために、カラベゴフによって与えられているケーラー多様体に対する変数分離型の変形量子化を用いた。可換極限で通
常のヤンミルズ理論に接続する非可換多様体上のゲージ理論のモデルを構成した。例として、初めに非可換複素射影空
間と非可換複素双曲空間を構成し、その上のゲージ理論を構成した。理論を形式冪級数ではないものにするために、そ
の多様体のフォック表現も与えられた。その表現を用いて、そのゲージ理論のオイラーラグランジュ方程式とBPS方程
式(インスタントン型方程式を含む）を導出し、非自明な解を与えた。

研究成果の概要（英文）：Gauge theories on noncommutative homogeneous Kahler manifolds have been studied. 
To make the noncommutative manifolds, we used the deformation quantization with separation of variables 
for Kahler manifolds which was given by Karabegov. We constructed models of noncommutative gauge theories 
that are connected with usual Yang-Mills theories in the commutative limits. As examples, we gave 
noncommutative CP

研究分野： 微分幾何
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１． 研究開始当初の背景 
特性類や指数定理などを見てもわかるよ

うにゲージ場のソリトン解であるインスタ
ントンやモノポール等の微分位相幾何学へ
の貢献は大きく，さらにそれらの量子論であ
る Donaldson 理論や Seiberg-Witten 理論な
どが 4次元多様体の位相不変量の構成に中心
的な役割を果たしてきた．この経験からゲー
ジ理論が非可換多様体の幾何学に対して大
きな貢献を果たすことが期待されていた．実
際，超対称性をもつゲージ理論の低エネルギ
ー 理 論 を 非 摂 動 的 に 完 全 に 解 い た
Nekrasov-Okounkov の定理が証明される際
に，非可換空間上に一度持ちあげて分配関数
を計算するなど，従来と異なるアプローチや
応用が次々と生み出されていた【佐古彰史,
“超対称ゲージ理論と幾何学” ,日本評論
社,2007】．しかし当時は非可換幾何そのもの
に対して成果を上げているとまでは言えな
い状態で，本プロジェクトで最終的に目指す
ところは，一歩進んで非可換幾何を解析する
武器を構成することであった． 
 本プロジェクトの主役である非可換空間上
のインスタントンの研究は，Nekrasov と
Schwarz が ADHM 構成法（Atiyah 等による
ADHM データと呼ばれるある代数方程式の
解からインスタントンを構成する方法）を非
可換 R4 へ拡張することで幕が落とされた
【Nekrasov-Schwarz,Commun.Math.Phys. 
198(1998)689】．その ADHM 構成法を用い
たインスタントンの厳密解（ADHM インス
タントン）がいくつか作られ【 Sako, 
Ishikawa, Kuroki, JHEP11(2001)068 等】，
それらを用いて ADHM インスタントンの定
性的な解析が進んだ．例えば，局所的な曲率
の積分であるインスタントン数(Pontryagin
数)とADHM構成法で現れるベクトル空間の
次元が一致することを示し，非可換変形を特
徴付ける非可換パラメータに依存せず整数
値を取ることを明らかにした【 Sako, 
JHEP04(2003)023. Sako, Ishikawa, Kuroki, 
JHEP08(2002)028.】．この対応は可換な R4

上では周知の事実である．こうした解析から
ADHM インスタントンに関しては理解がす
すんでいた．しかし可換な場合と異なり
ADHMデータとインスタントンの間の1対1
対応が証明されていない事，変形量子化の方
法ではない構成法のため可換な空間でのイ
ンスタントンとの対応関係に不明な点が有
る事など，課題が残っていた．そこで我々は
変形量子化の立場で，可換な空間におけるイ
ンスタントン解から滑らかに非可換変形し
た解を構成する方法を作り，その結果として
非可換 R4 上で曲率の積分で定義されるイン
スタントン数が変形されないことも示すこ
とができた【Maed, Sako, J.Geom.Phys. 58 
(2008) 1784】．こうして，R4での理解が深ま
り，より一般の多様体への拡張が期待される
というのが，研究開始当初の背景である． 
 

２．研究の目的 
背景で述べた通り非可換 R4 のインスタン

トンに対しては相当理解が深まっており，
ADHM 構成法と変形されるインスタントン
解との関係を明らかにするなどを行い一応
の完成をみることが最初の目標である．さら
に他の非可換多様体への一般化を行うこと
と，非可換空間上の量子位相不変量である位
相的場の理論の構築への機が熟しており，そ
れを行うことが本研究の目的である． 

 
３．研究の方法 
従来から行ってきた研究分担者である前

田吉昭氏（東北大学）との共同研究に加え，
行列模型の専門家である鈴木俊哉氏（釧路高
専）と梅津祐志氏（釧路高専）を共同研究者
に加えた体制を構築し研究を進めた．研究の
分担は，結果的にはあまり明確ではなく，議
論を行いながら理論を形成していった．平時
はメール等で議論したが，大学の長期休業時
に，主に東京理科大と東北大学で 1週間程度
の出張を行い直接研究討議を行った．また，
国際会議に参加した際に諸外国の専門家か
らも情報収集することで，有益な情報が得ら
れ，大きく進展することもあった． 
 
４．研究成果 
分担研究者である前田氏との共同研究で，

このプロジェクトが始まる前の段階で変形
量子化の立場で，可換な空間におけるインス
タントン解から非可換変形した解を構成す
る方法が発見され，その結果として非可換 R 
4 上で曲率の積分で定義されるインスタント
ン数が変形されないことも示されていた
【Maeda, Sako, J.Geom.Phys. 58 (2008) 
1784】．本プロジェクトでは，まずこのイン
スタントンを伴う Dirac 作用素に対する指数
定理とグリーン関数も構成さし，これらを用
いて N が 2 以上の U(N)ゲージ理論に対して
ADHMデータと非可換インスタントンとの1対
1 対応も証明することができた【Maeda, 
Sako, J.Math.Phys.53(2012) 022303 】．これ
によって R4 に関しては一応の完成とし，引
き続きより一般の場合に非可換多様体ゲー
ジ理論の場合へと研究を進めた． 
 ところで， 非可換幾何学には，よく知ら
れている Connes らによる作用素環の方法の
他に，本研究で用いられている変形量子化を
用いる方法がある【前田, 佐古,「幾何学の量
子化」サイエンス社 2012 年】．これは C ∞級
関数の形式冪級数の代数に定義される積を
スター積と呼ばれる積に変形することで結
合的ではあるが非可換にする方法である．変
形量子化の利点は，微分幾何学的な手法を残
したまま非可換幾何を構築できる点である
が，弱点として一般に対象が形式冪級数であ
ることと，スター積の存在が保証されていて
も具体的表式が得られる計算可能な例が多
くなかったことである．特に具体的なスター
積が存在しないままでは，インスタントンは



おろか，そもそもゲージ理論が構築できるの
かどうかわからないという状況である．しか
し近年，Karabegov によって導入された変形
量子化で非可換ケーラー多様体を構成する
方 法 が 発 見 さ れ た 【 Karabegov, 
Commun.Math.Phys. 180(1996)745】．そ
の方法と多様体の対称性を用い，CP Nおよび
CH N について完全に具体的なスター積を求
めることに成功した【Sako, Suzuki, Umetsu, 
J.Math.Phys.53(2012) 073502】．また，さら
に一般の局所対称空間に関する研究も現在
進行中である．こうして計算可能な非可換ケ
ーラー多様体を手に入れることに成功した
ので次にゲージ理論の構築を試みた．実際，
非可換な等質ケーラー多様体においては，可
換極限で通常のヤンミルズ理論を含むよう
なゲージ理論が構築された【Maeda, Sako, 
Suzuki, Umetsu,J.Math. Phys.55 (2014) 
092301】．また，インスタントンなどの BPS
方程式を議論するためには，形式冪級数のま
までは正値性などが言えないこともあり難
しい．したがって，構成されたスター積と対
応が付くような代数表現を付けることで，有
限な値をもつ理論を構築できる．これによっ
てオイラーラグランジュ方程式や BPS 方程
式の導出などが，明確に可能になる．これに
ついて，CP Nに限って実際に実行し，特に 
CP 1と CP 2に関して BPS 方程式の導出を行
い，実際に非自明解も求めてみることに成功
し て い る 【 Sako, Suzuki, Umetsu, 
J.Math.Phys. 56 (2015) 113506】．複素 1 次
元（実 2 次元）多様体にも関わらず，ユーク
リッド空間の場合の 3次元モノポール方程式
が得られたり，複素 2 次元（実 4 次元）空間
に対してユークリッド空間における 8次元イ
ンスタントンに対応する BPS 方程式が得ら
れるなど非常に面白い展開を見せている．し
かし，現在までのところ，これらを系統的に
理解し解を構成する方法が得られるにはい
たっていない． 
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