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研究成果の概要（和文）：１．高次Chang予想の成立するモデルの構成について。Foremanは、正則非可算基数の３つ組
に対するChang予想が成立するモデルを構成したが、４つ組に対するChang予想は依然未解決である。本研究では、解決
への第一歩として、Foremanと同様のモデルを遥かに簡単に構成することが出来た。
２．飽和イデアルを含むモデルの構成について。Woodinは、稠密イデアルを含むモデルを構成したが、対応するブール
代数は、依然未解明のままである。本研究では、解決への第一歩として、Laverによる強飽和イデアルとLaverとForema
nによる中心イデアルを含むモデルを２段階反復強制法により構成した。

研究成果の概要（英文）：1. On the construction of a model in which higher Chang conjecture holds. Foreman 
constructed a model in which Chang conjecture holds for triples, but the case for quadruples remains open.
 As the first step toward the solution, we gave a much simpler construction of a model like Foreman's.
2. On the construction of a model that contains a saturated ideal. Woodin constructed a model that contain
s a dense ideal, but the corresponding Boolean algebra is not yet known. As the first step toward the solu
tion, we constructed by two-step iterated forcing, a model that contains a strongly saturated ideal origin
ally due to Laver, and that contains a centered ideal originally due to Laver and Foreman.
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１．研究開始当初の背景 
背景その１（抽象測度論）． 
1930 年 Banach は測度に関する次の問題を
提起した： 
 
Banach の測度問題． 
R のすべての部分集合を可測にする可算加法
的「測度」は存在するか？ 
 
Lebesgue 非可測集合の構成法から分かるよ
うに，このような「測度」は平行移動不変で
はあり得ない．それ以外の「測度」の性質は
全単射によって保存されるので，Banach の
問題は R の濃度に関する組合せ論の問題と
みなすことができる．（以下，基数を自分自
身より小さな順序数の集合と同一視する．） 
 
背景その２（モデル理論）． 
非可算無限群は，自分自身とそっくりな（1
階の論理式で区別できない）可算（従って非
同型な）部分群を持つ．モデル理論の古典的
結果（Lowenheim-Skolem の定理）によれ
ば，この事実は一般に可算個の演算を備えた
任意の代数系に対して成り立つことが知ら
れている．1960 年 Chang は，この事実が無
限基数のペアに対しても成立するであろう，
と予想した： 
 
Chang 予想． 
濃度ω2の代数系Gとその濃度ω1の部分集合
X が任意に与えられたとき，濃度ω1 の部分
代数系 H が存在して H と X の共通部分が可
算となる． 
 
以上 2 つの問題は，連続体仮説と同様の決定
不可能命題であり，通常の集合論の公理の下
では証明も反証もできない．ただし連続体仮
説とは決定的に異なる点があり，その説明に
は巨大基数の概念が必要である．巨大基数と
は，可算無限が有限に対して持つような超越
性を備えた無限基数の総称である．1960 年
代後半，Cohen が連続体仮説のために開発し
た強制法を適用することにより，以上の問題
の肯定的解答が成立するモデルが相次いで
構成されたが，基礎モデルは巨大基数を含ん
でいなければならなかった． 
 
さらに内部モデルの理論により，巨大基数の
存在が必要な仮定であることも示された．見
かけからは全く想像がつかないが，Banach
の問題や Chang 予想は巨大な無限集合の存
在と本質的に関わっていることになり，非常
に興味深い． 
 
Banachの問題とChang予想はそれぞれ別個
に解決されたが，Kunen はある意味で両者に
統一的にアプローチする手法を開発した： 
 
Kunen の定理． 
適切な巨大基数の存在を仮定すると，強制法

によりω1 上の飽和イデアルを含むモデルを
構成できる．さらにこのモデルでは，Chang
予想と連続体仮説も成立する． 
 
Kunen の定理はその後，次のように深化発展
した（それぞれ適当な巨大基数の存在を仮定
する）： 
 
定理 1 (Woodin, Foreman)． 
ω1, ω2 上の稠密イデアルを含むモデルがそ
れぞれ存在する． 
 
定理 2 (Foreman)． 
３組に対する高次 Chang 予想が成立するモ
デルが存在する． 
 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は，定理 1, 2 を 1 ステップ先に
進めることである： 
 
（それぞれ何らかの巨大基数の存在を仮定
して） 
 
問題 1 (Foreman)． 
ω3 上の稠密イデアルを含むモデルを構成せ
よ． 
 
問題 2 (Foreman)． 
4 組に対する高次 Chang 予想が成立するモ
デルを構成せよ． 
 
 
３．研究の方法 
1．肯定的解決を目指すアプローチ． 
 
問題 1に関しては，これまでの研究を元に次
の問題にまず挑戦する： 
 
問題(Woodin)． 
巨大基数の後続基数上に稠密イデアルが存
在するモデルを構成せよ． 
 
現在のところ，稠密イデアルを含むモデルの
構成はすべて Woodin の手法によってい
る.Woodin の問題の背景には，彼自身の手法
の特殊性がある．Woodin の構成法は，途中で
選択公理不成立のモデルを経由するため，最
終的なモデルを与えるブール代数を明示的
に定義できない．Woodin の問題は，まさに彼
自身の手法が適用できない領域についての
ものであり，これを解決できれば問題 1への
突破口となることが期待される． 
 
一方，定理2のモデルを与えるブール代数は，
非常に複雑なものであった．その複雑さが，
その後 30 年にわたって進展を阻んでいたこ
とは間違いない．そこで，同様のモデルをも
っと簡単に構成することができれば，問題 2
も肯定的解決できることが期待される．また



4 組について適切に解決できれば，一般の n
組についても解決できるであろうと期待さ
れる． 
 
2．否定的解決を目指すアプローチ． 
 
鍵 と な る の は ， Shelah が 開 発 し た
Nonstructure 理論と Pcf 理論である． 
 
Nonstructure 理論は，モデル理論と集合論の
境界領域にあって，構造定理が成立しないよ
うな 1 階理論に関する強力な一般論である．
集合論自体がそうした理論の代表例であり，
Nonstructure 理論は，これらの理論が多数の
非同型なモデルを持つことを示す．かつて申
請者はその手法を用いて，緩い条件の下でい
わゆるPκλ上のNSイデアルが弱い飽和性す
ら持ち得ないことを示すことができた．モデ
ル理論の専門家である坪井氏の協力を仰ぎ
ながら，Nonstructure 理論のさらなる可能性
を追求する． 
 
松原氏との共同研究においては，Pcf 理論を
用いる．かつて申請者は松原氏と共に，λが
共終数κ未満の強極限基数のとき，Pκλ上
の NS イデアルが至る所で（飽和よりさらに
弱い）precipitous ですらあり得ないことを
示した．さらに松原氏は，Shelah との共同研
究でλの共終数に関する条件を外すことに
成功した．その際威力を発揮したのが Pcf 理
論である．Pcf 理論の最も有名な応用例は，
不等式「Pω1ωωの共終数<ω4番目の基数」で
ある．奇しくも，この不等式と問題 2には共
に数 4が現れる．その秘密を松原氏と共に探
る 
 
４．研究成果 
問題 1 に関して. Laver が Kunen の方法を用
いて構成した強飽和イデアルを含むモデル
を Easton 崩壊の２段階反復強制法によって 
構成することに成功した. さらに Foremanと 
Laver が Kunen の方法を用いて構成した中心
イデアルを含むモデルも同様の強制法の２
段階反復によって構成することに成功した. 
問題 2 に関して. Foreman による定理 2 のモ
デルと同様のものを遥かに簡単に構成する
ことに成功した. 
以上の研究成果は,まだ査読付きの専門誌に
は出版されていない. しかし, プレプリン
トを読んだ研究者が新たな展開の糸口をつ
かんでいる. 例えば, UCI の大学院生が問題
1 に関するプレプリントから稠密イデアルの
モデルに関する新たなアプローチを報告し
ている. 従って, 問題の最終的な解決を与
えてはいないが, これらの成果を出版する
価値はあるものと思われる. 
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