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研究成果の概要（和文）：　相互作用を持つ無限粒子系を表す無限次元確率微分方程式(ISDE)の解の存在と一意性の研
究を行い、一意性と末尾シグマ加法族との関係を明らかにした。この結果を応用することで、ランダム行列理論で研究
されている無限ダイソン模型、無限エアリー模型、無限ベッセル模型などを含む長距離相互作用をもつ干渉ブラウン運
動系を表すISDE の解の強解の一意性が導き、対応するが、ディリクレ形式を決定した。

研究成果の概要（英文）： We study existence and uniqueness of infinite dimensional stochastic 
differential equations (ISDEs). We clarified the relation between the uniqueness of solutions and the 
triviality of tail sigma fields. Applying the result, we obtained the uniqueness of strong solutions of 
ISDEs describing the systems of Brownian motions with long range interaction including logarithmic 
potential, and determined the Dirichlet forms associated with the systems.

研究分野：確率論

キーワード： 行列式過程　確率微分方程式　ダイソン模型　エアリー過程　ランダム行列　ディリクレ形式　末尾シ
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１． 研究開始当初の背景 
 多粒子の運動を表す確率過程の研究は、確

率論の中心的主題の1つであり、20世紀前半か

ら盛んに行われてきている。そして、様々な

分野（物理学、生物学、経済学、工学）で応

用されており、これまでに多大な影響を与え

てきている。複数の粒子の系を扱うとき、粒

子間に相互作用がなければ、独立の確率過程

を粒子の数だけ並べることによりその系は構

成され、系の性質も個々の粒子の性質から比

較的簡単に導くことができる。しかし、粒子

間に相互作用がある場合、とくに無限個の粒

子系では、系を記述する確率過程を構成する

ことから一般には簡単ではない。例えば、ブ

ラウン剛体球の系は、短距離相互作用である

にも関わらず、粒子数が無限である場合、系

を記述する確率過程の構成は簡単ではなく、

その系が実現する粒子配置の全体、つまり状

態空間についても詳しいことは分かっていな

い。長距離相互作用である場合は、さらに難

しく、系を記述する確率過程の構成もほとん

どの場合未解決である。 

 
２． 研究の目的 
 本研究課題では、長距離相互作用を持つ無

限粒子系についての研究を目的にしている。

未来永劫衝突しないという条件の下での複数

の1次元ブラウン運動の系は、距離の逆数の大

きさで反発する、つまり対数ポテンシャルを

相互作用とする系である。この系は、ブラウ

ン運動を成分とするユニタリー行列過程の固

有値と等価であり、また A(N) 型ワイル領域

内の吸収壁ブラウン運動の優調和変換になっ

ており、ランダム行列理論、確率論において

重要な確率過程のひとつである。そして、ダ

イソンのブラウン運動模型と呼ばれるもので、

特にパラメータ ベータが２の場合に対応す

る。この系においてバルクスケーリング、ソ

フトエッジスケーリングに従って粒子の数を

無限大にしたとき、収束先は長距離相互作用

を持つ無限粒子系となり、それぞれ無限ダイ

ソン模型、無限エアリー模型と呼ばれている。

申請者は、連携研究者である香取眞理氏との

共同研究により、非平衡状態の場合を含むか

なり一般の初期値に対して、無限ダイソン模

型、無限エアリー模型を構成できることを示

した。これらの無限粒子系はそれぞれ正弦核、

エアリー核に対応する行列値点過程（または、

フェルミオン点過程）を平衡分布としてもつ

が、正弦関数、エアリー関数の各零点に１粒

子が置かれた配置を初期値としたとき、時刻

無限大での平衡分布への収束すること、つま

り緩衝現象も証明してある。本研究課題の目

的は、これらの長距離相互作用を持つ無限粒

子系に対して 

(1) マルコフ性および強マルコフ性、 

(2) 系がみたす無限次元確率微分方程式

(ISDE)の決定と解析、 

(3) 平衡状態に収束する初期値の特徴付け、 

を調べることである。 

無限格子上の非対称排他過程において、原点

を越えた粒子の個数の確率法則が適当なスケ

ーリングの下でどうなるかは,時刻０におい

て原点より左側の格子のみに粒子が詰まって

いるという特別な場合に、Johansson(2000)

によりランダム行列の最大固有値と関係して

いる事を用いて示された。連携研究者の笹本

氏は、別の方法により同じ結果を再現し、さ

らにその他の様々な初期粒子配位に拡張でき

る事を示した。これら結果は、ランダム行列

と関係を通じて非衝突過程と対応しており、

極限で導かれる確率分布は、無限エアリー模

型の分布と深く結びついている。非対称排他

過程に関する彼らの結果を一般の初期値に対

して拡張することも本研究課題の研究目的の

1つである。さらに、Stochastic Burgers 方

程式、KPZ 方程式 への研究への発展も視野

に入れている。 

 
３． 研究の方法 
 長距離相互作用をもつ無限粒子系を記述す

る確率微分方程式の構成は、長田博文氏（九



州大学理学研究院）によりディリクレ形式理

論を使って平衡分布に依存して定まる初期値

空間に対して示されている。（H. Osada : 

PTRF 2012）。正弦核をもつ行列値点過程に

対応する無限粒子系がみたすISDEは、その中

で例の一つとして与えられている。無限ダイ

ソン模型がみたすISDEの決定は、その系と一

致示すことにより示すことができる。また、

無限エアリー模型に対しても、エアリー核を

もつ行列値点過程に対応する無限粒子系がみ

たすISDEを導き、その系と一致することを示

すことによりISDEを決定することができる。

系の一致を示すためには、ISDEの解の一意性

が重要な鍵となる。また、マルコフ性、強マ

ルコフ性を示すには、確率過程に初期値に関

する連続性が鍵となるが、そのためには道の

挙動の評価が必要となる。そのためにこれま

での研究で得られた行列式表現を巧みに使う

ことが有効である。 

非対称排他過程において、原点を越えた粒

子の個数の漸近挙動を一般の初期値に対して

拡張するには、近年盛んに研究されている非

対称排他過程の原点でのカレントに関する収

束定理を理解するとともに、一般化に向けて

の準備を行う。さらに、この分野の第一人者

である笹本氏と議論をすることにより計画を

遂行する。 

 
４． 研究成果 

（１） これまでの研究では、ある確率過程が行

列式過程であることを調べる場合、直交多項

式またはその拡張の２重直交多項式が用いら

れていた。当該年度の研究では、複素ブラウ

ン運動表現という確率論的な新しい表現法を

導入し、非衝突ブラウン運動が複素ブラウン

運動表現を持つことを示すことから行列値過

程であることを導いた。（香取眞理氏との共

同研究）この表現は、非衝突ブラウン運動に

おいて適当な条件の下で粒子数を無限大にし

て得られる無限ダイソン模型に対しても適用

することができ、これまで未解決であった、

極限確率過程の非衝突性、連続性などを示す

ことができたため、極限確率過程が無限非衝

突連続過程であることが導かれた。（Elect. 

Comm. in Probab., 18, (2013) に掲載） 

 

（２）相関関数が（四元数）行列式で表現される

確率分布を（四元数）行列値点過程、多時刻

相関関数が行列式で表現される確率過程を行

列式過程とよぶことにする。拡張された正弦

核を持つ行列値過程、拡張されたベッセル核

をもつ行列値過程、拡張されたエアリー核を

もつ行列値過程がそれぞれ、無限ダイソン模

型、無限エアリー模型、無限ベッセル模型で

ある。これらは、1990年代後半から盛んに研

究されていたが、そのマルコフ性は示されて

いなかった。香取眞理氏との共同研究により

これら３つの行列値過程のマルコフ性を証明

すること成功した。（Markov processes and 

related fields 17, (2011) に掲載） 

 

（３）前述の結果を発展させ、強マルコフ性を示

した。（長田博文氏（九州大学）との共同研

究）この結果により、半群、生成作用素を用

いた解析的アプローチができるようになる。

さらに、ディリクレ形式理論の適用も可能に

なったため、行列値過程の確率解析が大きく

発展した。その一つとして、無限次元確率微

分方程式との対応が明らかになったことは、

重要な成果である。無限エアリー模型に対応

する無限次元確率微分方程式の決定は、この

行列値過程が導入された当初からの問題であ

ったが、構成の方法が特殊であったためか、

長い間示すことができなかった。確率微分方

程式が決定したことにより、伊藤の公式など

の確率解析の手法を用いることができるよう

になり、たとえば、無限個の粒子のなかの有

限個の粒子に着目したときに、これらの道の

正則性、ブラウン運動との絶対連続性など、

いままでのいくつかの予想を証明することが

できた。（2013年度日本数学会総合分科会、



12th Workshop on Stochastic Analysis on 

Large Scale Interacting Systemにて講演） 

 

（４）エアリー核をもつ（四元数）行列式点過程

は、パラメータをベータとする１次元上の無

限個の粒子配置空間上の測度である。ただし、

ベータは１，２，４の３通りの値をとる。長

田博文氏との共同研究により、ディリクレ形

式理論を適用し、エアリー核をもつ（四元数）

行列式点過程を平衡分布にもつ拡散過程を構

成し、さらに、それらがみたす無限次元確率

微分方程式を決定し、その一意性も示した。

無限エアリー模型は、ベータが 2 のエアリー

核を相関核とする行列式点過程を平衡分布と

す る 無 限 次 元 確 率 過 程 で あ り 、

Prahofer-Spohn, Johansson 等によって

2000年代初めに導入され、その後、盛んに研

究されている。ISDEの一意性により、ディリ

クレ形式理論を適用して構成した上述の確率

過程と無限エアリー模型の一致を示した。

（ 2014年度日本数学会総合分科会にて講

演,Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci., 90 , 

(2014) に掲載） 

 

（５）相互作用を持つ無限粒子系を表す

ISDEの強解の存在と一意性の研究を行い、長

田博文氏との共同研究により、一意性と末尾

シグマ加法族との関係を明らかにした。この

結果を応用することで、長距離相互作用をも

つ干渉ブラウン運動系を表すISDE の解の強

解の一意性がしめされた。（2014年度日本数学

会総合分科会にて講演,Proc. Japan Acad. 

Ser. A Math. Sci., 90 , (2014) に掲載） 

 

以上の結果は、長年の未解決問題を解決した

ものであり、国際的評価が高い。特に、（５）

でのISDEの強解の存在と一意性での証明で

の本質的なアイデアは、広範囲の無限次元確

率（偏）微分方程式、マルチンゲール問題の

解の存在と一意性にも適用が可能であり、こ

の分野での研究者に大きな影響を与えること

は明らかである。 
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