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研究成果の概要（和文）：構成的逆数学における未解決問題の単調完備定理、２進展開定理、中間値の定理を部分的に
解決した。単調完備定理はLPO、弱い帰納法およびある種の選択公理と同値に、２進展開定理、中間値の定理は凸性を
持つ木構造に対するWKLと同値になることが分かった。これらの結果は構成的集合論の部分体系でも成り立つ。
すでに構成的解析体系への解釈が確立している演算の体系APPを中間的な体系として選び、集合論をAPPで解釈する手法
を提案した。空集合の公理、非順序対の公理、無限の公理、弱い分出公理を解釈するために十分なAPPでの公理を明ら
かにした。また、外延性の公理を解釈するために十分なAPPの公理についてもめどが立った。

研究成果の概要（英文）：Some open problems in constructive reverse mathematics, such as the monotone compl
eteness theorem, the binary expansion theorem and the intermediate value theorem have been partially solve
d. The monotone completeness theorem is equivalent to LPO, a weak induction axiom and a kind of countable 
choice, and the binary expansion theorem and the intermediate value theorem are equivalent to versions of 
WKL with some convexity conditions on trees. Those results also hold in a subsystem of the constructive se
t theory.
A method of interpreting a set theory by interpreting it into the theory of operation APP, as an intermedi
ate theory, which has an interpretation in to a theory of elementary analysis has been proposed. Axioms in
 APP which are sufficient to interpret the axioms of empty set, pair, infinity and a weak separation have 
been given. An extensive investigation on an axiom in APP which is sufficient to interpret the axiom of ex
tensionality has been carried out.
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１．研究開始当初の背景 
 
〔構成的数学〕 
構成的数学は、Brouwer の直観主義数学に始
まり、Markov の構成的数学、Bishop の構成
的数学など、様々な哲学的背景に基づいて、
研究が続けられている。一般に数学は、対象
を記述する公理と（それらから定理を導きだ
すための）論理により規定される。これらの
構成的数学の論理は、直観主義論理である。
命題間の論理的同値性を同値関係とみなせ
ば、直観主義論理の同値関係～iは、通常の論
理（古典論理）の同値関係～cの部分集合であ
り、同値関係～i による類別は、同値関係～c

による類別より細かい。一方、Brouwer の直
観主義数学や Markov の構成的数学では、特
殊な公理を仮定しているので、すべての関数
ｆ：R→Rは連続である（CONT）等、通常の数
学と矛盾する定理も証明できる。しかし、古
典論理より証明能力の弱い直観主義論理を
用いているので、特殊な公理を仮定しても、
それらの数学自身は無矛盾である。 
 
〔Friedman-Simpson の逆数学〕 
Friedman-Simpson の逆数学は、古典論理を用
いて、通常の数学の様々な定理と同値な集合
の存在公理を明らかにすることを目的とし
ている。自然数と自然数の集合を対象とする
弱い公理と古典論理により規定される形式
体系（２階算術体系 RCA0）上で、定理を弱い
Königの補題（WKL）や算術的内包公理（ACA）
等の集合の存在公理の階層（線形順序構造）
に分類する。体系 RCA0における論理的同値関
係～RCAでは、古典論理を用いているため、WKL
の対偶命題である fan 定理（FAN）は WKL の
同値類[WKL]RCAに分類される。また、Brouwer
の直観主義数学や Markov の構成的数学の、
通常の数学と矛盾する定理は矛盾（⊥）の同
値類[⊥]RCAに分類される。さらに、２階算術
体系を用いているため、抽象的な対象を自然
数や自然数の集合にコード化しなければな
らない。したがって、位相空間など高度に抽
象的な対象を自然に扱うことは非常に困難
である。 
 
〔構成的逆数学〕 
研究代表者は、それまでの構成的数学におけ
る研究成果を踏まえて、直観主義論理を用い
た構成的逆数学を提唱した。構成的逆数学は、
通常の数学、Brouwer の直観主義数学および
Markov の構成的数学など様々な哲学のもと
に証明された定理を、統一的な視点から論理
的原理や関数(集合)の存在公理により分類
し、整理し、体系化することを目的としてい
る。自然数と自然数列を対象とする弱い公理
と直観主義論理により規定される形式体系
（解析体系 EL0）上で、定理を排中律やド・
モルガンの法則などの論理的原理および可
算選択公理などの関数の存在公理のなす束
構造に分類する。直観主義論理を用いること

により、体系 EL0 における論理的同値関係～
EL においては、[FAN]EL≠[WKL]EL、[CONT]EL≠
[⊥]EL となるため、より細かい分類が可能で
ある。しかしながら、抽象的な対象はやはり
自然数や自然数列にコード化しなければな
らず、高度に抽象的な対象を自然に扱うこと
は非常に困難である。 
 
２．研究の目的 
構成的数学のための形式体系には、EL0 や
Martin-Löf の型理論など型概念に基づく体
系と、集合概念に基づく体系がある。Aczel
は、Martin-Löfの型理論に自然な解釈をもつ
集合論（CZF）を提案した。型概念に基づく
体系 RCA0や EL0では、抽象的な対象を自然数
や自然数の集合や列にコード化しなければ
ならないが、集合概念に基づく形式体系では、
高度に抽象的な対象を自然に扱うことがで
きる。本研究の目的は、 
（１） 体系 EL0と CZF における構成的逆数

学の実践を通して、 
（２） 構成的逆数学のための集合概念に

基づく形式体系を提案し、 
（３） 構成的逆数学のケーススタディを

通した評価・改良を行い、 
構成的逆数学において高度に抽象的な対象
を自然に扱えるようにすることである。具体
的には、 
 
（１） 構成的逆数学における重要な未解決

問題（例えば、中間値の定理、
Lindelöf の定理、Banach-Steinhaus
の定理など）の、体系 EL0と CZFにお
ける解決を目的とする。これを通し
て、EL0における成果と CZFにおける
成果との間の相互変換に関して一定
の知見を得る。 

 
（２） （１）に基づいて、EL0の保守的拡大

になっている CZF より弱い集合論の
体系 T の提案を目的とする。体系 T
が EL0の保守的拡大であるとは、体系
EL0の命題 Aに対して、 

EL0 ⊢ A ⇔ T ⊢ A 
となることをいう（ここで、⊢は体系での証
明可能性を表す）。これにより、自然数と自
然数列に関する命題に限れば、EL0 と T は証
明能力が同じであることが保証される。 
 
（３） （２）で提案した体系 T 上で、構成

的位相空間の① カテゴリー性、② 
コンパクト性、③ 一様性を題材に構
成的逆数学のケーススタディを行い、
提案した形式体系の評価・改良を目
的とする。これを通して、体系 T の
保守的拡大性を保ちながら、Tにどの
ような集合論の公理を加えることが
できるか（どこまで体系 T を強くで
きるか）も明らかにする。 

 



３．研究の方法 
初年度は、型概念に基づいた体系 EL0と集合
概念に基づいた体系 CZFにおける構成的逆数
学の実践を通して、構成的逆数学のための集
合概念に基づく形式体系の調査を行った。具
体的には、 
 
（１） 構成的逆数学における重要な未解

決問題（例えば、中間値の定理、
Lindelöfの定理、Banach-Steinhaus
の定理など）の、体系 EL0と CZFに
おける解決を目指した。この実践を
通して、EL0における成果と CZFに
おける成果との間の相互変換につ
いて考察し、EL0の保守的拡大とな
る集合論の体系 T を得るためには、
CZF の公理にどのような制限を加え
る必要があるか考察を行った。 

 
（２） 集合概念に基づく体系と、その型概

念に基づく体系での解釈の調査（例
えば、CZFと CZF の Martin-Löfの
型理論への自然な解釈の調査）を行
った。CZF の Martin-Löfの型理論
への自然な解釈の手法を中心に、
様々な解釈の手法を調査し、集合論
の体系 Tの EL0への解釈の手法を探
った。 

 
次年度以降は、構成的逆数学のための集合概
念に基づく形式体系の提案、およびその構成
的逆数学のケーススタディを通した評価・改
良を行った。具体的には、 
 
（１） 体系CZFの公理に制限を加えること

により、構成的逆数学のための集合
論の体系 Tを提案する。体系 Tの命
題 Aから EL0の命題 f(A)への変換
（解釈）fを定義し、 
 
EL0 ⊢ ｆ(A) ⇔ T ⊢ A 

 
および体系 EL0の命題 Aに対して、

EL0 ⊢ ｆ(A) ↔ A 
 
を示すことにより、保守的拡大性を
示すことを試みた。 

 
（２） 提案した体系 T上で、位相空間への

様々な構成的アプローチ
（neighbourhood space、
constructive topological space 、
formal topology、basic pair など）
での① カテゴリー性、② コンパク
ト性、③ 一様性に焦点を絞り、構
成的逆数学のケーススタディを試
みた。これを通して、体系 Tの保守
的拡大性を保ちながら、Tにどのよ
うな集合論の公理を加えることが
できるか解明を試みた。 

 
各年度末には年度全体にわたって評価を行
い、問題点の明確化・解決案の調査を行った。
研究が計画通り進まない場合は、海外共同研
究者の意見や国際会議・研究集会での講演な
どを参考に、形式体系間の変換（解釈）やケ
ーススタディの題材を柔軟に変更し対応し
た。 
特に、保守的拡大性の証明に困難があったの
で、体系 EL0と体系 Tの間の中間的な体系 T’
とそれらの間の変換(解釈)g、hを導入し、 
 

EL0 ⊢ g(h(A)) ⇔ T’ ⊢ h(A) ⇔ T ⊢ A 
 
を示すことにより、Tの保守的拡大性の証明
を試みた。 
また、最終年度でには、計画年度全体にわた
って評価を行い、問題点の明確化・解決案の
調査を行った。 
 
４．研究成果 
（１）構成的逆数学における未解決問題 
① 単調完備定理（MCT）の弱い形式は、直観

主義算術体系 HAでは LPO（排中律の特別
な場合）と同値であり、帰納法を制限し
た弱い古典的算術体系ではある帰納法の
公理と同値であることが知られている。
構成的逆数学の体系 EL0では、MCT の弱い
形式は LPO と弱い帰納法と同値であるこ
とを示した。また、MCT それ自身は MCT
の弱い形式とある種の選択公理と同値に
なる可能性が高いことが分かった。 

② ２進展開定理（BE）と中間値の定理（IVT）
は、いずれも古典的逆数学の弱い体系で
証明できるが構成的数学では成り立たず、
いずれも LLPO（ド・モルガン法則の特別
な場合）を含意することが知られている。
木構造に対してある種の凸性の概念を導
入し、凸性を持つ木構造に対する WKL と
BE、IVT の関係を EL0で明らかにした。 

また、これらの結果は構成的集合論 CZFの部
分体系でも成立することが分かった。 
 
（２）集合概念に基づく体系と、その型概念
に基づく体系での解釈の調査 
構成的集合論 CZF を Martin-Löf の型理論で
解釈する手法を調査し、型理論では集合をあ
る種の関数として解釈していること、および
分出公理、外延性公理の解釈に特殊な手法を
用いていることが分かった。 
この知見をもとに、CZF の部分体系を EL0 で
解釈する手法の構築を試みたが、直接的な解
釈ではなく中間的な体系を経由した解釈を
与えることにより、より見通しのよい解釈を
与えることができることが分かった。 
 
（３）中間的な体系への解釈 
すでに EL0 への解釈が確立している体系 APP
を中間的な体系として選んだ。集合論の公理、
空集合の公理、非順序対の公理、無限の公理



を解釈するために十分な APPの公理を明らか
にした。 
また、弱い分出公理を解釈するために十分な
APP の公理も明らかにすることができた。
Martin-Löf の型理論での解釈と同様に外延
性の公理を解釈するために十分な APPの公理
についてもめどが立った。また、APP のいく
つかのモデルにおいて、それらの公理が成り
立つかを検証した。 
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