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研究成果の概要（和文）：本研究を通して五つの成果を得ることができた。以下の通りである。(1) 混合定数系の安定
化、(2) 拡散プロセスおよび並流型熱交換プロセスの出力トラッキング制御、(3) プラグフロー反応プロセスおよび並
流型熱交換プロセスの安定性向上制御、(4) 偏微分方程式を用いたフォーメーション制御、(5) 内部にフィードバック
ループを有する線形放物型システムの安定化

研究成果の概要（英文）：Through this study, five results were obtained. They are summarized as follows: 
(1) Stabilization of mixed parameter systems; (2) Output tracking control of a diffusion process and a 
parallel-flow heat exchange process; (3) Stability-enhancing control of a plug-flow reactor process and a 
parallel-flow heat exchange process; (4) Formation control using partial differential equations; (5) 
Stabilization of linear parabolic systems with internal feedback loop.

研究分野： 偏微分方程式系の制御理論

キーワード： 混合定数系　移流拡散系　境界制御　境界観測　安定化　半群　プラグフロー反応方程式　並流型熱交
換方程式
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１．研究開始当初の背景 
天井クレーンをモデリングして制御しよう

とする場合、厳密にモデル化すると、ケーブ
ルの部分は双曲型偏微分方程式によって、荷
物の部分は常微分方程式によって記述される。
このような無限次元システムと有限次元シス
テムが組み合わさった系、いわゆる混合定数
系の制御問題は工学的に重要な研究テーマで
ある。B. Rao は台車の質量を無視した一つの
荷物を有する天井クレーンをモデル化して、
それに対して台車の変位と速度の線形結合を
フィードバックするコントローラを構成し、
エネルギー・マルチプライヤー法を用いて系
全体が指数安定になることを証明した(B. 
Rao, Proc. of the Second European Control 
Conference, Groningen, pp. 314-317, 1993)。
それに対し、佐野・大田中は台車の質量を無
視した二つの荷物を有する天井クレーンをモ
デル化して、台車の変位と速度の線形結合を
フィードバックするコントローラを構成し、
ラサールの不変性原理を用いて系全体が漸近
安定になることを証明した(H. Sano & M. 
Otanaka, Japan Journal of Industrial and 
Applied Mathematics, Vol. 23, No.3, pp. 
225-237, 2006)。さらに佐野は、B. Rao (1993)
と Sano & Otanaka (2006)の結果を、台車の
質量が無視できない場合に対してそれぞれ拡
張した(H.Sano, IMA Journal of Mathematical 
Control and Information, Vol.25, pp. 
353-366, 2008)。 

天井クレーン以外にも、常微分方程式によ

って記述される有限次元制御対象を放物型

偏微分方程式や双曲型偏微分方程式を通し

て遠隔操作する問題が近年取り上げられて

いる。M. Krsticは、有限次元制御対象と拡

散方程式がカスケード接続された系を取り

上げ、バックステッピング法により、有限次

元制御対象と拡散方程式の双方を、拡散方程

式への境界入力を用いて安定化する手法を

考案した(M. Krstic, Systems Control Lett., 

Vol. 58, pp. 372-377, 2009)。さらにM. 

Krsticは、拡散方程式を波動方程式に置き換

えた系も取り上げ、同様に境界入力により安

定化できることを示した(M. Krstic, IEEE 

Trans. Automat. Control, Vol. 54, No. 6, 

pp. 1362-1368, 2009)。しかしながら、それ

らの制御則は有限次元制御対象と拡散方程

式／波動方程式の状態変数をフィードバッ

クする構造をしており、理論的には無限個の

点センサが必要になるため、現実的ではない。

実装上は、少ない個数の点センサと有限次元

制御則を用いて混合定数系全体を安定化す

ることが要求される。 

放物型偏微分方程式の部分のみに着目し

ていえば、空間領域が 2次元以上の場合には

ノイマン境界制御・ディリクレ境界観測を有

する系は、作用素の分数冪を用いた変数変換

とグリーンの公式によって非有界出力作用

素をもつ発展方程式系に変換できることが、

南部(T. Nambu, Funkcialaj Ekvacioj, Serio 

Internacia, Vol. 28, pp. 267-298, 1985)

によって示された。また最近、佐野によって

空間領域が 1次元の場合にも、同様に非有界

出力作用素を有する発展方程式系に変換で

きることが示されている(佐野英樹, 第39回

制御理論シンポジウム予稿集, 大阪, pp. 

191-194, 2010)。何れの場合も、非有界出力

作用素を有する発展方程式系に変換された

後に、有限次元安定化コントローラの構成法

が与えられている。ところが、境界制御・境

界観測をもつ放物型偏微分方程式に有限次

元制御対象がカスケード接続された系につ

いては、有限次元安定化コントローラの構成

法は与えられておらず、その確立は工学的応

用を視野に入れた際に、早急に解決すべき課

題となっていた。 
 
２．研究の目的 
有限次元制御対象を放物型偏微分方程式を

通して制御する場合には、偏微分方程式の空
間領域は 1 次元の場合のみを考えればよい。
１で述べたように、佐野は空間領域が 1 次元
の場合に、ノイマン境界制御・ディリクレ境
界観測を伴う拡散方程式が非有界出力作用素
を有する発展方程式系に変換できることを示
し、さらに有限次元安定化コントローラの構
成法を与えた(佐野, 2010)。本研究ではその
結果を発展させる。非有界出力作用素を有す
る発展方程式系に有限次元制御対象がカスケ
ード接続された混合定数系については、今の
ところ、有限次元安定化コントローラの構成
法は与えられていない。本研究では、その混
合定数系に対して有限次元モデルを構築し、
モデルの可制御性・可観測性を調べ、剰余モ
ードフィルタ(Residual Mode Filter, 略して
RMFと記す)を併用した形の有限次元コントロ
ーラ設計を試みる。さらに、ディリクレ境界
制御・ディリクレ境界観測を伴う放物型偏微
分方程式を含む混合定数系についても同様の
研究を進める。 

境界入力をもつ放物型偏微分方程式と常
微分方程式から構成される混合定数系を状
態フィードバック制御により安定化する研
究報告はあるが、少ない個数の点センサと有
限次元コントローラを用いて安定化できれ
ば、実装上、非常に経済的である。このこと
が可能かどうかは半群理論を用いることに
より証明できる。本研究では、ノイマン制御
の場合／ディリクレ制御の場合と場合分け
して議論する。ノイマン制御の場合には佐野
の最近の結果が使えるが、ディリクレ制御の
場合には作用素の分数冪による手法のみで
は対応しきれないので、別のアプローチが必
要になる。このように本研究は、半群理論を
用いてコントローラの設計法を与えるとい
う学術的な意味をもち、また、有限次元制御
対象を無限次元システムを通して遠隔操作



するという工学的応用を視野に入れている。 
 
３．研究の方法 

混合定数系の安定化では、ノイマン境界制
御・ディリクレ境界観測を伴う放物型偏微分
方程式と常微分方程式から構成される混合定
数系を取り上げる。はじめに、1 次元領域上
で定義されたノイマン境界制御・ディリクレ
境界観測を伴う放物型偏微分方程式の部分を
関数空間の中で定式化する。これについては
佐野の先の結果(佐野, 2010)を用いて、有界
入力作用素と非有界出力作用素を有する発展
方程式系として定式化できる。これに常微分
方程式によって記述される有限次元制御対象
をカスケード接続した系が、抽象的空間の中
で記述される混合定数系である。混合定数系
をモード分解して、三つのサブシステムに分
ける。まず、低次のモードに対応するサブシ
ステムを有限次元モデルとし、これに対して
効果的に働く安定化コントローラ(A)を構成
する。つぎに、中次のモードに対応するサブ
システムを用いて RMF (B)を構成する。ここ
で、(A), (B)からなる有限次元コントローラ
が元の混合定数系に対して安定化コントロー
ラとして機能するか理論的に考察する。具体
的には、有限次元コントローラを取り付けた
後の閉ループ系を記述する作用素が、指数安
定な半群を生成するか解析する問題になる。
もし、指数安定な半群を生成することが示せ
なかった場合には、カスケード接続の仕方を
調整する。これは接続の部分にスピルオーバ
現象が生じる可能性があるためである。最終
的に、指数安定な半群を生成するような有限
次元コントローラ(あるいはそれを含む仕組
み)ができた後に、計算機を使って閉ループ系
の時間発展を確認するための数値実験を行う。 

つぎに、ディリクレ境界制御・ディリクレ
境界観測を伴う放物型偏微分方程式と常微分
方程式から構成される混合定数系を取り上げ
る。ディリクレ制御の場合は、ノイマン制御
の場合と異なり、作用素の分数冪による手法
のみでは対応しきれない。これは出力作用素
の非有界性の度合いが高くなり、well-posed
でない系になってしまうためである。このた
め、まず 1 次元領域上で定義されたディリク
レ境界制御・ディリクレ境界観測を伴う放物
型偏微分方程式を関数空間の中で定式化し、
それに対する有限次元安定化コントローラの
構成法を確立する必要がある。その後に、基
本的にノイマン境界制御のときと同様のステ
ップで研究を行うが、混合定数系を扱う前の
問題の難しさがある。 
 
４．研究成果 

研究期間全体を通して、1 次元領域上で定
義されたディリクレ境界制御・ディリクレ境
界観測を伴う放物型偏微分方程式の定式化
と有限次元安定化コントローラ構成法の確
立が鍵となるテーマであったが、研究の早い
段 階 で 研 究 成 果 (H. Sano, Journal of 

Mathematical Analysis and Applications, 
Vol. 388, pp. 1194-1204, 2012)を得ること
ができた。その後、それを基にして関連する
研究を進めていくことができ、混合定数系の
安定化をはじめとし、並流型熱交換プロセス
の制御やフォーメーションの制御など、多く
の研究成果を収めることができた。以下、順
に詳細を記す。 
 
(1) 混合定数系の安定化： はじめに、ノイ
マン境界制御・ディリクレ境界観測を伴う 1
次元拡散プロセスと不安定な ODEプラントが、
あるフィルタを通してカスケード接続され
た混合定数系の、有限次元コントローラによ
る安定化問題を扱った。ODE プラントは可制
御かつ可観測であると仮定した。1 次元拡散
プロセスの部分は佐野(2010)と同様の手法
を用いて、有界な入力作用素、非有界な出力
作用素を有する発展方程式系として定式化
した。特に、カスケード接続する際のフィル
タに RMF を用いたとき、系全体の有限次元モ
デルが可制御かつ可観測になることを示し、
従来の RMFの手法による有限次元安定化コン
トローラの構成が可能なことを明らかにし
た。さらに、1 次元拡散プロセスの部分を 1
次元移流拡散プロセスに置き換えても、同様
の手法で有限次元安定化コントローラが構
成できることを示した。つぎに、ディリクレ
境界制御・ディリクレ境界観測を伴う 1次元
移流拡散プロセスと不安定な ODEプラントが、
RMF を通してカスケード接続された混合定数
系の、有限次元コントローラによる安定化問
題を扱った。ここでも、ODE プラントは可制
御かつ可観測であると仮定した。1 次元移流
拡散プロセスの部分は Sano (2012)と同様の
手法を用いて、有界な入力作用素と非有界な
出力作用素、そして直達項を有する発展方程
式系として定式化し、これに ODE と RMF を取
り付けた系全体に対して、モード展開を行う
ことにより有限次元モデルを導出した。ここ
で、その有限次元モデルが可制御かつ可観測
になることを示し、その事実に基づき、従来
の RMFを含む構造をもつ有限次元安定化コン
トローラの構成が可能なことを半群理論を
用いて証明した。 
 
(2) 拡散プロセスおよび並流型熱交換プロ
セスの出力トラッキング制御： はじめに、
ノイマン境界制御・ディリクレ境界観測を伴
う 1次元拡散プロセスの出力トラッキング制
御問題を取り上げた。出力の値を指定したと
きの平衡状態と、拡散プロセスとの誤差を記
述する誤差システムを安定化するために、佐
野(2010)と同様の手法を用いて、有界な入力
作用素、非有界な出力作用素を有する発展方
程式系として定式化し、RMF を併用した有限
次元コントローラを構成した。特に、ポテン
シャル項の係数に関するある条件のもとで、
そのコントローラによって出力トラッキン
グが達成できることを明らかにした。つぎに、



拡散項を有する並流型熱交換方程式の、ディ
リクレ境界制御・分布観測のもとでの出力ト
ラッキング制御問題を取り上げた。出力の値
を指定したときの平衡状態と、熱交換プロセ
スとの誤差を記述する誤差システムを安定
化するために、バックステッピング法を用い
た状態フィードバック則の構成法を与えた。
また、分布入力と境界入力をもつ一階双曲型
偏微分方程式系により記述される並流型熱
交換プロセスに対し、出力トラッキング制御
問題を扱った。そこでは、分布入力に静的な
出力フィードバックを施し、境界入力をゼロ
とした閉ループ系を記述する半群が、
spectrum determined growth condition を
満たすことを示し、バックステッピング法を
適用して、出力トラッキングが達成できるよ
うに境界への制御入力を決めた。 
 
(3) プラグフロー反応プロセスおよび並流
型熱交換プロセスの安定性向上制御： はじ
めに、ディリクレ境界制御・ディリクレ境界
観測を伴うカップリングした 1次元移流拡散
方程式系を、代数的方法と非有界作用素の分
数冪を用いて、有界な入力作用素、非有界な
出力作用素をもつ発展方程式系として定式
化した。特に、系への入力には入力変数とそ
の時間微分が入り、出力に入力変数が含まれ
る構造になっている。この系に対して、モー
ド展開法を用いて有限次元モデルを導出し、
それが可制御かつ可観測になることを示し、
そのモデルに対して安定度を高めるための
有限次元コントローラを構成した。そして、
そのコントローラに RMFを追加した有限次元
コントローラが、元の無限次元系に対して安
定度を高めるためのコントローラとして機
能することを半群理論を用いて示した(H. 
Sano, Journal of Mathematical Analysis and 
Applications, Vol. 388, pp. 1194-1204, 
2012)。また、拡散項を有する並流型熱交換
方程式の、ディリクレ境界制御・ディリクレ
境界観測のもとでの安定性向上問題に対し
ても、Sano (2012)と同様の手法を用いて安
定度が高められることを示した。一方、バッ
クステッピング法を用い、境界制御および境
界観測のもとで、拡散項を有する並流型熱交
換方程式の安定度を高めるための制御系設
計問題を扱った。そこでは、新しい変数を導
入することにより、カップリングしない二つ
のサブシステムに分離している。各サブシス
テムに対してバックステッピング法を適用
し、オブザーバを基にして構成された無限次
元コントローラが、元の系全体に対して安定
度を高めるためのコントローラとして働く
ことを示した。センサとアクチュエータの配
置が、コロケートされた場合とそうでない場
合についてそれぞれコントローラを与えた。 
 
(4) 偏微分方程式を用いたフォーメーショ
ン制御： はじめに、群ロボットのフォーメ
ーション制御などに対し、集中定数系からの

アプローチにおいて、しばしば用いられてい
る分散合意の常微分方程式系を、境界条件に
時間微分が入った拡散方程式で近似し、境界
上のディリクレデータおよびノイマンデー
タをシステムからの出力とする境界制御・境
界観測系の、平衡状態への安定化問題を取り
上げた。そこでは、RMF を含む構造をもつ有
限次元コントローラを提案し、指定した減衰
率をもつ速さでフォーメーションが達成で
きることを示した。つぎに、上述の拡散方程
式を、スツルム・リゥヴィル型作用素によっ
て記述される放物型偏微分方程式で置き換
えた問題を取り上げた。このように、作用素
を一般化することで、達成し得るフォーメー
ションの形状をより一般化できるという利
点がある。このシステムに対し、Sano (2012)
と同様の手法を用いて、有界入力作用素と非
有界出力作用素を有する発展方程式系とし
て定式化し、モード展開を行うことにより有
限次元モデルを導出した。そして、その有限
次元モデルが可制御かつ可観測になること
を示し、RMF を含む構造をもつ有限次元コン
トローラによって、平衡状態への安定化が任
意の減衰率で達成できることを半群理論を
用いて証明した。さらに、Matlab を用いた数
値実験を行い、構成された制御則の有効性を
検証した。図 1 は“U”の字へのフォーメー
ションを行ったときの例である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 1 “U”の字へのフォーメーション 

 
(5) 内部にフィードバックループを有する
線形放物型システムの安定化： はじめに、
内部にフィードバックループを有する線形
放物型システムの、出力フィードバック制御
による安定化問題を扱った。例えば、固体燃
料ロケットの燃焼を表す最もシンプルなモ
デルとして用いられる、境界上に点熱源をも
つ熱拡散系は、内部にフィードバックループ
を有する線形放物型システムと見なすこと
ができるが、この放物型システムに対して、
分布制御・分布観測のもとで有限次元コント
ローラによる安定化法を考案した。この系は、
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Sano (2012)と同様の手法を用いて重み付け
られたルベーグ空間の中で定式化すると、有
界な入出力作用素をもつが、システム作用素
が自己共役ではない発展方程式系として表
される。特に、内部で働くフィードバック項
の影響でシステム作用素の自己共役性が崩
れるため、制御が難しくなっている。ここで
は、内部のフィードバックループのゲインに
有限次元性の仮定をおき、モード展開を行う
ことにより有限次元モデルを導出し、有限次
元モデルの可制御性・可観測性に関する仮定
のもとで、安定半径に基づく方法ならびに
RMF を併用した方法の、二通りの方法で有限
次元安定化コントローラの構成が可能なこ
とを半群理論を用いて示した。 
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