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研究成果の概要（和文）：本研究では，波動方程式の順問題に対する超高精度数値解法と密度型位相最適化問題に対す
る高精度数値的再構成法を開発した．波動方程式の順問題に対しては，空間方向を任意多点差分法，時間方向をGauss-
Lobatto選点によるスペクトル選点法により離散化することで直接的解法を導出し，数値実験により高精度性と問題点
を明らかにした．また，システム誤差を考慮しなくてよい非適切問題である位相最適化問題に対して，任意多点差分法
とH1勾配法による高精度数値的再構成法を導出し，数値実験によりその有効性を明らかにした．

研究成果の概要（英文）：In this research, we considered about the numerical method to get a high accurate 
approximated solutions to the initial-boundary value problem in scalar wave equation. We apply the 
lattice-free finite difference method and the spectral collocation method with the Gauss-Lobatto points 
to the discretization in space and time direction, respectively. We show the effectiveness of our method 
by some numerical experiments.
Moreover, we consider a high accurate method for SIMP type topology optimization problem. We adopt the H1 
gradient method to solve our problem. In order to get high accurate solution of the partial differential 
equation in our algorithm, we use the lattice-free finite difference method. By the numerical 
experiments, we check the effectiveness, stability, and convergency of our algorithm.

研究分野： 数値解析

キーワード： 非適切問題　高精度解法　波動場　数値的再構成手法　多倍長計算　密度型位相最適化問題　任意多点
差分法　H1勾配法
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１．研究開始当初の背景 
病院では，人体内の異常を検査する方法と

して，X 線 CT や超音波診断がしばしば用い
られている．これらの検査方法の数理モデル
は，与えられたデータから支配方程式の係数
関数を同定する「逆問題」になることが知ら
れている．この問題は，実用上の設定におい
て Hadamard の意味で非適切になるが，その
重要性から理論・実用の両面から活発に研究
されている． 
研究代表者は，波動場における逆問題，特

に実用問題である鉄とコンクリートで構成
された合成梁の欠陥同定問題に対する数値
解法について研究し，一定の成果を挙げてき
た．その研究において実測データを用いた数
値実験を実施したが，実用上満足のいく結果
を得ることが出来なかった．不十分な結果を
得た大きな要因は，元の 3 次元物理現象を一
定の仮定下で空間 1 次元問題へと帰着させた
ことによるモデル化誤差であることが，先行
実験研究から示唆されている．本問題点に対
する改良方法の一つとしては，問題を 3 次元
のまま取り扱うことも考えられるが，一方，
空間 1 次元へ問題を帰着させることは計算量
の大幅減少につながり，実用上の利点は非常
に大きい．すなわち，数理モデルの修正を行
わずにモデル化誤差へ対処可能な手法の開
発を行うことは，実用上非常に有用である．
しかし現在までの逆問題研究において，デー
タの測定誤差に関しての研究は多く存在す
るものの，モデル化誤差に対する対処法を考
察しているものは少ない．またその対処法に
ついても，モデル化誤差の上限を仮定して導
出されていることが多いが，実用問題に対す
るモデル化誤差を正確に見積もることは一
般的に不可能であるため，研究開始前の提案
方法は実用上有用ではなかった． 
そこで研究代表者は，モデル化誤差を考慮

した逆問題に対する数値的再構成法の開発
を新たな研究対象とし，考察した手法の効果
を検証するため数値実験を試みた．しかし，
その実験用プログラムでは有限要素法を用
いており，離散化誤差の同定解に対する影響
は，例え分割サイズを十分小さくしたとして
も問題の非適切性により無視できない．その
ため，モデル化誤差に対処するための手法研
究において効果を数値的に検証するのは，非
常に難しい状況にあった． 

一方，測定誤差・モデル化誤差が無い場合
における逆問題については，多倍長計算環境
下における超高精度数値解法を用いること
により高精度な解の再構成が可能なことが，
京都大学大学院情報学研究科磯祐介教授・藤
原宏志助教（現在，准教授）のグループ，徳
島大学工学部今井仁司教授（現在，同志社大
学）のグループにより示されていた．しかし
実用上，データの測定誤差およびモデル化誤
差が無いという状況は考えられず，これらの
手法は主に理論研究へのみ適用されていた．
さらに波動場においては，超高精度数値解法

の研究自体が少なく，特に時間依存の空間
2・3 次元に対する研究はほとんど行われてい
なかった． 

 
２．研究の目的 
本研究の目的の一つは，多倍長計算環境下

における波動場順問題用の超高精度数値解
法を開発することである．また開発した超高
精度数値解法を用いて，データ測定誤差・離
散化誤差・丸め誤差に対処可能な波動場逆問
題に対する数値的再構成法を導出すること
も研究目的である．さらに実用問題へ開発手
法を適用することにより，モデル化誤差が同
定解へ及ぼす影響を正確に把握するという，
モデル化誤差に対処した数値的再構成法開
発の基礎研究も行う．これらの目的を達する
ことで，理論・工学逆問題研究者に対して，
有用な数値的再構成法と基礎研究結果を与
えることを目指している． 

 
３．研究の方法 
本研究では， 2 次元スカラー波動場におけ

る順問題に対する超高精度数値解法と，観測
誤差のみ発生しない位相最適化問題に対す
る高精度数値解法のための並列高精度数値
計算プログラムを開発し，購入した並列計算
可能なワークステーションで数値実験を実
施することにより，研究目的の達成を目指し
た．具体的には，次のとおりである： 

(1) 2 次元スカラー波動場における順問題に
対する高精度数値計算プログラム開発
と数値実験 

2 次元スカラー波動方程式の初期値境
界 値 問 題 に 対 し て ， 時 間 方 向 を
Gauss-Lobatto 選点によるスペクトル選
点法，空間方向を任意多点差分法により
近似することで，連立一次方程式を導出
した．導出された連立一次方程式を高精
度かつ高速に計算するため，多倍長計算
ライブラリ exflib，並列ライブラリ MPI
を 用 い た 対 角 ス ケ ー リ ン グ 付 き
BiCGSTAB法プログラムをC++言語によ
り開発し，数値実験により有効性を検証
した． 

(2) 位相最適化問題に対する高精度数値的
再構成手法プログラムの開発と数値実
験実施 

Poisson 方程式を支配方程式とする位
相最適化問題に対して，任意多点差分法
と多倍長計算ライブラリ exflib を用いた
高精度数値的再構成手法プログラムを
C++により開発した．開発プログラムを
用いた数値実験を，並列計算可能なワー
クステーション等で実施し，開発手法の
有効性を実証した． 
 

４．研究成果 
本研究では，「スカラー波動方程式の初期

値境界値問題に対する直接高精度数値解法



の開発」と，データ測定誤差・離散化誤差・
丸め誤差に対処可能な波動場逆問題に対す
る数値的再構成法導出の基礎研究となる「位
相最適化問題に対する高精度数値的再構成
手法の開発」を実施した．詳しくは，以下の
とおりである： 

(1) スカラー波動方程式の順問題に対する
高精度数値解法の開発 
スカラー波動方程式の順問題に対す

る超高精度数値計算アルゴリズムの開
発と計算機への実装を実施した． 
時間方向近似にはチェビシェフ多項

式と Gauss-Lobatto 選点によるスペクト
ル選点法を，空間方向近似には求積点配
置の自由度が高い任意多点差分法を採
用することで，任意形状の空間領域にお
けるスカラー波動方程式の順問題に対
する高精度解法の実現を試みた．開発数
値解法において必要になる連立一次方
程式の近似計算プログラムとしては，多
倍長計算環境 exflib の利用を想定した
外積形式ガウス消去アルゴリズムによ
る並列ソルバを開発し，それを用いて計
算機への開発手法実装を実施した．さら
に購入ワークステーションを用いて数
値実験を行うことにより，一定数の選
点・求積点数を用いて行った実験におい
ては開発手法の高精度性を示唆する結
果を得ることはできた．しかし，超高精
度性を確認するためには，より多い選
点・求積点，そして振動数の大きい例題
に対する数値実験結果が必要となり，多
倍長環境を利用したことによる使用メ
モリ量の関係から，係数行列の疎性を考
慮した連立一次方程式の数値解法開発
の必要性が明らかとなった．そこで本研
究では，行列の疎構造を維持する対角ス
ケーリングとフィルイン無し不完全 LU
分解を採用した．それらの前処理につい
て多倍長計算環境下における数値実験
を実施し，どちらの手法についても，反
復回抑制に対して前処理より計算桁数
を大きく取る方が効果的であることを
明らかにした（図 1）． 
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図 1 残差グラフ（対角スケーリング） 

また，内部内積演算を荻田・大石らによ
り提案された高精度演算法に置き換え
た高精度演算 BiCGSTAB 法を考案し，
数値実験によりその効果を検証した．そ
の結果，高精度演算を用いた場合におい
ても，収束性に改善は見られなかった．
以上の結果より，計算桁数を大きく取る
ことが，収束性にとって最も効果的であ
ることが明らかとなった．しかし，計算
桁数を大きく取ることは計算時間の増
大を意味するため，今後は疎行列用直接
解法の検討が必要であることを確認し
た． 

(2) 位相最適化問題に対する高精度数値的
再構成手法の開発 
高精度数値解法を用いたデータ測定

誤差・離散化誤差・丸め誤差に対処可能
な波動場逆問題に対する数値的再構成
法導出の基礎研究として，位相最適化問
題に対する高精度数値的再構成手法の
開発を実施した． 
位相最適化問題とは，構造物において

何らかの意味で最適 (エネルギー最小化
等) な穴の配置や大きさを求める問題を
いい，構造物におけるトラス構造の最適
化問題，機械工学における部品最適設計
など様々な分野で現れ，近年盛んに研究
されている．一般の位相最適化問題は，
特性関数により構造物の穴を表現した
関数を係数とする偏微分方程式の係数
同定逆問題としてモデル化される．しか
し，このモデルに対する数値計算では，
一般に数値不安定性現象が発生するこ
とが知られている．そこで，[0,1] を値
域とし，対象領域の空間次元に対応した
ユークリッド空間を定義域とする適当
に滑らかな関数 (シグモイド関数) を用
いて定義したものを係数関数とする偏
微分方程式を導入し，その係数関数を同
定する密度型位相最適化問題が提案さ
れ，実用問題へと適用されている．ここ
での係数関数は，シグモイド関数とその
値を制御する設計変数の合成関数で構
成されることが多い．しかし，密度型位
相最適化問題もまた非適切問題である
ことが知られている．そのため，離散
化・丸め誤差の影響により，最急降下法
など非線形計画法を適用すると数値不
安定現象が発生する．その問題に対処し
た様々な方法が提案されているが，名古
屋大学大学院情報科学研究科畔上秀幸
教授は数値的に安定かつ理論的にも一
定の裏付けを持った H1 勾配法を開発
した．  

一方，密度型位相最適化問題において
データは，設計者が材料を固定する等の
条件を誤差が無い関数の形で与えるも
のである．つまり密度型位相最適化問題
において対処すべき誤差は，離散化誤差



と丸め誤差のみである．したがって，高
精度数値解法と多倍長計算を組み合わ
せる方法を用いることは，密度型位相最
適化問題に対しても有効であると考え
られる．また密度型位相最適化問題に対
する各種勾配法の数値安定性は，ロバス
トな解法を倍精度環境で用いた場合に
おいて数値実験によりある程度明らか
にされているものの，理論的には問題の
複雑さ故に明らかにされていなかった．
さらに H1 勾配法が，各種誤差の影響を
抑え安定な数値解を得ているだけなの
か，計算桁数・方法によらない非適切問
題に対する正則化解法なのか明らかに
なっていない． 
本研究では，Poisson 方程式による密

度型位相最適化問題に対する高精度最
適設計手法を開発し，それを用いて各種
勾配法の数値安定性と収束性を明らか
にし，さらに密度型位相最適化問題の高
精度解を得ることを目的とした．高精度
最適設計手法の基礎方法として勾配法
を採用し，境界値問題の高精度解法とし
ては任意多点差分法，また計算環境とし
て多倍長計算ライブラリ exflib を用い
ることで，高精度手法の開発した． 
密度型位相最適化問題に対する実験

結果から，最急降下法は同じ反復ステッ
プにおいては H1 勾配法よりコスト関
数値を小さくする点で良好な結果が得
られたものの，実験をしたすべての結果
でステップサイズの更新に失敗し，計算
が終了した．しかし，計算桁数と求積点
数を増加させる，すなわち丸め誤差と離
散化誤差を減少させることで，H1 勾配
法においてこの問題は回避可能である
ことを数値例（図 2）により示した．最
急降下法は，離散化・丸め誤差を減少さ
せてもステップサイズの更新に失敗す
ることから，密度型位相最適化問題に対
して誤差の影響を受け易い不安定な方
法であることが示唆された．また，偏微
分方程式の離散化手法として有限要素
法を用いた結果（図 3）との比較により，
H1 勾配法は計算環境によらず安定な手
法であり，さらに高精度最適化手法を用
いることで，より安定な手法となること
が示唆された．しかし問題に対する手法
の安定性を示すには，計算桁数および求
積点数を増加させていったときの理論
解析が必須であり，今後検討を要する課
題である． 
一方，高精度解法を用いた提案手法に

よっても，KKT 条件を満足させること
はできない，つまり停留点に到達させる
ことが出来なかった．今後は，各ステッ
プにおける未定乗数の決定手法などを
検討し，開発高精度手法を停留点に到達
できるよう改良する．また，その改良に
より H1 勾配法の収束性と安定性につ

いて，特に安定性については過大な安定
化となっていないかを明らかにしなけ
ればならない．さらに，提案手法を線形
弾性方程式など実用問題に現れる方程
式を用いた密度型位相最適化問題に対
して適用することも，今後の課題である． 

 
図 2 同定結果（300 桁，任意多点差分法） 

 

図 3 同定結果（倍精度，有限要素法） 

本研究は，多倍長環境と高精度解法を用い
ることで，システム誤差以外の各種誤差を極
力小さくし，それにより非適切問題に対して
も高精度な解を得ることを目指したもので
あり，逆問題・非適切問題の分野ではその独
創性に対して一定の評価を得ている．しかし，
まだ基礎研究の段階であり，波動場の逆問題，
そして実用問題への適用を実現するために
は，さらなる研究の推進が必要である． 
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