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研究成果の概要（和文）：Pκλ上のイデアルの構造理論の土台となる P-point, Q-point, selective イデアルの概念
を定式化し、いくつかの定理を証明した。それらには、κ上のイデアルと同じく成り立つものと、大きく異なるものが
ある。また、κ上の場合が、λ＝κという特殊事情によるものだったことを示唆する事実も得られた。
κが超コンパクト基数のとき、Pκλのstationary set は reflect することが知られていたが、κが強コンパクトで 
reflect しない stationary set が存在する強制モデルを構成した。

研究成果の概要（英文）：The basic concepts of the structural theory of ideals on P_{¥kappa}¥lambda, P-poin
ts, Q-points, and selective ideals are defined, and several theorems are proved, some of which hold simila
rly for ideals on ¥kappa, whereas the others are very different from those on ¥kappa. We get several facts
 which says that some theorems on ¥kappa result from the special situation that ¥kappa=¥lambda.  
It has been long known that the stationary sets of P_{¥kappa}¥lambda reflects when ¥kappa is supercompact.
 We construct a forcing model in which ¥kappa is strongly compact and P_{¥kappa}¥lambda has a stationary s
et without such reflection.
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１．研究開始当初の背景

Pκλ という集合は巨大基数との関連で、40

年に渡り活発に研究されてきた。代表者は特

に組合せ論的性質に集中し、ほとんど解明す

るに至った。残された問題は強コンパクト基数

に関するものだが、超コンパクト基数に関連

する組合せ論と異なり、イデアルの正規性を

仮定できず、より深く Pκλ の構造を理解する

必要を痛感した。また、巨大基数がない場合の

Pκλ の構造はほとんど研究されてこなかった。

２．研究の目的

巨大基数の存在を仮定せず、Pκλの性質を調

べる。特に、イデアルの構造論的性質（struc-

tural property）を軸に、非正規イデアルの振

る舞いを明らかにする。

正則基数 κ 上のイデアルの構造論的性質は,

Baumgartner-Wagon (1982) による詳細な研

究が知られている。Pκλ上のイデアルは Jech

(1973) で κ 上のアナロジーとして定義された

後、多くの研究が行われてきた。しかし、構造

論的性質だけは、何一つ実りある結果が得ら

れていない。むしろ、理論展開すらできない

状況が続いてきた。

Pκλについての新しい知見が得られれば、構造

論的性質の理論構築に生かし、それを Pκλ へ

フィードバックして理解を深めることを狙う。

３．研究の方法

本研究では、Rudin-Keisler 順序の観点から

基本概念である P-point、Q-point、selective

ideal を定義し Pκλ 上のイデアルの構造理論

を展開する。先述の Baumgartner-Wagon で

明らかにされた κ 上の諸事実と対比させて、

研究を進めていった。

４．研究成果

部分的とは言え Pκλ 上のイデアルの構造理

論を展開することに成功した。

正則基数 κ と基数 λ ≥ κ に対して, Pκλ は

濃度が κ より小さい λ の部分集合の族 {x :

x ⊂ λ, |x| < κ} である。

定義 0.1. X ⊂ Pκλ とする。

X は unbounded ⇔ 任意の x ∈ Pκλ に対し

x ⊂ y を満たす y ∈ X が存在する。

{X ⊂ Pκλ : X は unbounded ではない } を
the bounded ideal と言い、Iκ,λ で表す。

X は closed ⇔ X は κ より短い長さの ⊂ -

increasing sequence について閉じている。

X は club ⇔ X は closed かつ unbounded。

X は stationary ⇔ X は任意の club と共通

部分をもつ。{X ⊂ Pκλ : X は stationary で

はない } を the nonstationary ideal と言い、

NSκ,λ で表す。

定義 0.2. I は次の条件 (1) ∼ (5) を満たすと

きイデアルと言う。

1. I ⊂ P(Pκλ)、

2. ∅ ∈ I かつ Pκλ /∈ I、

3. X ⊂ Y ∈ I ならば、X ∈ I、

4. κ 個より少ない I のメンバーの

和集合は、I のメンバーである

(κ 完備)、,

5. Iκ,λ ⊂ I (fine)。

I positive set I+ = P(Pκλ) \ I、I の 双対

フィルター I∗ = {X ⊂ Pκλ : Pκλ \ X ∈ I}
とする。X ∈ I+ に対し I|X = {Y ⊂ Pκλ :

Y ∩ X ∈ I} は I より大きいイデアルで、X

はその双対フィルターのメンバーである。

写像 f : Pκλ → λ が regressive ⇔ 任意の空

でない x ∈ Pκλ に対し f(x) ∈ x。

Pκλ 上のイデアル I が 正規 ⇔ 任意の X ∈
I+ と regressive 写像 f : X → λ に対し、

{x ∈ X : f(x) = γ} ∈ I+ である γ < λ が存

在する。

I は 弱正規 ⇔ 任意の X ∈ I+ と regressive

写像 f : X → λ に対し、{x ∈ X : f(x) <

γ} ∈ I+ である γ < λ が存在する。

定義から、Iκ,λ は Pκλ上の最小なイデアルで、

NSκ,λ は最小の正規イデアルであることが分

かる。
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また、κ 上の bounded ideal Iκ = Iκ,κ, non-

stationary ideal NSκ = NSκ,κ である。

λ > κ の場合、λ = κ のときと次の点で異

なり、状況を困難にしている。

1. 「X ∈ Iκ と |X| < κ は同値」

であるが、「X ∈ Iκ,λ で |X| =
|Pκλ| なものが存在する」

2. 「任意の f : κ → κ と X ∈ Iκ

に対し、f [X] ∈ Iκ」であるが、

「ある f : Pκλ → Pκλ と X ∈
Iκ,λ に対し、f [X] /∈ Iκ,λ」で

ある。(ここで f [X] = {f(x) :
x ∈ X} とする。)

定義 0.3. I は Pκλ上のイデアルで f : Pκλ →
Pκλ とする。

(1) f は I-fine ⇐⇒ 全ての α < λ に対し、

{x ∈ Pκλ : α /∈ f(x)} ∈ I。

(2) I は P-point ⇐⇒ 任意の I-fine 写像 f

に対し、X ∈ I∗ で任意の α < λ について

{x ∈ X : α /∈ f(x)} ∈ Iκ,λ を満たすものが存

在する。

(3) I は Q-point ⇐⇒どんな Iκ,λ-fine写像も、

ある I∗ のメンバー上で 1 対 1 になっている。

(4) I は selective ⇐⇒ 任意の I-fine 写像が I∗

のメンバー上で 1 対 1 になっている。

(5) f∗(I) = {X ⊂ Pκλ : f−1(X) ∈ I}.
(6) ふたつのイデアル I と J は 同型 (I ∼= J

で表す) ⇐⇒ ある全単射 f : Pκλ → Pκλ があ

り、J = f∗(I) 。

定義から直ちに次のことが分かる。

事実 0.4. (1) f∗(I) はイデアル ⇐⇒ f は I-

fine。

(2) 全ての正規イデアルは P-point である。

(3) I は selective ⇐⇒ I は P-point かつ Q-

point.

(4) f は Iκ,λ-fine ⇐⇒ 任意の X ∈ Iκ,λ に対

し f−1(X) ∈ Iκ,λ ⇐⇒ 任意の X ∈ I+κ,λ に対

し f [X] ∈ I+κ,λ。

§1 The bounded ideal

もちろん Iκ,λ は P-point である。

以下に Iκ,λ について明らかにしたこと (b)を、

Iκ に関すること (a) と対比させて記す。

命題 1.1. (a) f∗(Iκ) = Iκ|f [κ]
(b) − (1) 各 X ∈ I+κ,λ \ I∗κ,λ に対して、

f∗(Iκ,λ) = Iκ,λ|X 6= Iκ,λ|f [Pκλ] である Iκ,λ-

fine 写像 f がある。

(b) − (2) f が Iκ,λ-fine 写像で任意の X ∈
Iκ,λ に対して f [X] ∈ Iκ,λ ならば、任意の Y ∈
I+κ,λ に対して、f∗(Iκ,λ|Y ) = Iκ,λ|f [Y ] が成り

立つ。

注意：全ての f : κ → κ と X ∈ Iκ に対し、

f [X] ∈ Iκ である。したがって、(a) は (b)-(2)

に当たる。

命題 1.2. (a) I 6= Iκ|A で I-fine な f が

X ∈ I∗ 上で 1 対 1 ならば、I ∼= f∗(I)、つま

り、全単射 g : κ → κがあって f∗(I) = g∗(I)。

(b) I-fineな f : Pκλ → Pκλが A ∈ I∗ 上で

１対１で、|X| = λ<κ または |X| = |Pκλ \A|
である X ∈ P(A)∩I が存在すれば、I ∼= f∗(I)

である。

命題 1.3. (a) Iκ は他のイデアルと同型では

ない。

(b) 全ての X ∈ I+κ,λ の濃度が λ<κ ならば、

Iκ,λ ∼= J となる J 6= Iκ,λ が存在する。

次の問題は未解決である。

問題 1.4. Iκ,λ と Iκ,λ|A が同型であるような
A ∈ I+κ,λ \ I∗κ,λ は存在するか?

定義 1.5. I が weak Q-point ⇐⇒任意の Iκ,λ-

fine な f と X ∈ I+ に対し f |Y が １対１で
ある Y ∈ P(X) ∩ I+ が存在する。

I が nowhere Q-point ⇐⇒ どんな X ∈ I+

に対しても、I|X は Q-point ではない。

命題 1.6. (a) Iκ は weak Q-point だが、
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nowhere Q-point である。

(b) Iκ,λ は weak Q-point だが、nowhere Q-

point である

§2. 弱正規性と selective イデアル

κ 上のイデアルに関しては、弱正規性と正規

性は一致している。また、NSκ ⊂ I ならば、

sup-関数はある X ∈ I∗ 上で 1 対 1 である。

次の補題は、本質的には Menas による。

補題 2.1. cof(λ) ≥ κで、I は Pκλ 上の弱正

規イデアル、f は Iκ,λ-fine、任意の X ∈ Iκ,λ

に対し f [X] ∈ Iκ,λ とする。このとき、S ∈ I∗

で、そのメンバー x, y が f(x) = f(y) を満た

せば sup(x) = sup(y) になっているものが存

在する。

次の系の (b)は (a)の自然な拡張になっている。

系 2.2. (a)− (1) NSκ より大きいイデアルは

Q-point である。

(a)− (2) 正規イデアルは selective である。

(b) I が Pκλ上の弱正規イデアルで、sup |X
が 1 対 1 であるような X ∈ I∗ が存在するな

らば、I は selective である。

§3. Stationary reflection と 強コンパクト

基数

弱コンパクト基数の Pκλ でのアナロジーとし

て, 超コンパクト基数と強コンパクト基数があ

る。超コンパクト基数は強制法、内部モデル

論、及び決定性公理との関係で非常に重要な

巨大基数であり、強コンパクト基数は謎めい

た性質により、研究者を引きつけてきた。

定義 3.1. κ が λ 超コンパクト ⇔ Pκλ 上に

正規極大フィルターが存在する。

κ が λ 強コンパクト ⇔ Pκλ 上に fine 極大

フィルターが存在する。

定義から、超コンパクト基数は強コンパクト

であるが、逆は証明できないことが知られて

いる。

超コンパクト基数は次の性質をもつ：

事実 3.2. κ が λ 超コンパクトで S ⊂ Pκλ

が stationaryならば、S∩Px∩κxが Px∩κxで

stationary な x ∈ Pκλ が存在する。(ここで、

Px∩κx = {s ⊂ x : |s| < |x ∩ κ|} である。)

上記の stationary reflectionが、強コンパクト

基数についても成り立つかは、長年未解決の

ままであったが、今回の助成研究で、否定的な

解答を得た。

命題 3.3. 超コンパクト基数が存在するなら

ば、次のような強制モデルを構成できる：

κは強コンパクトで、任意の x ∈ Pκλ

に対し S∩Px∩κxが stationaryでは

ない Pκλの stationary set S が存在

する。
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