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研究成果の概要（和文）：多次元ランダムパッキングの解析的研究は非常に困難であることが知られているが、極端に
単純化された確率モデルについて解析的に研究することにより、もとの多次元ランダムパッキングの解析的研究の糸口
をつかもうとするものである。辺の長さ1である格子を考え、格子点の上にcubeの頂点を置く、離散的な向きをそろえ
たランダムパッキングを考える。辺の長さmのcubeを辺のながさ2mのcubeにランダムにつめてゆく。さらに片隅充填志
向という条件をいれると空間の次元dとの関連で充填されたcubeの数の期待値の漸化式が得られ、充填されたcubeの数
の期待値のm および次元dについての漸近的挙動を調べた。

研究成果の概要（英文）：Very simplified models are introduced to understand the random sequential packing 
models mathematically. The 1-dimensional model is sometimes called the Parking Problem. To obtain a 1-dime
nsional packing density, distribution of the minimum of gaps, etc., the classical analysis has to be studi
ed. The packing density of the general multi-dimensional random sequential packing of cubes (hypercubes) m
akes a well-known unsolved problem. The experimental analysis is usually applied to the problem. We introd
uced simplified multi-dimensional models of cubes and torus, which keep the character of the original gene
ral model, and introduced a combinatorial analysis for combinatorial modelings. Here we succeeded in obtai
ning expected number of cube for a corner preference random sequential packing of cubes into a larger cube
 mathmeatically without using computer simulations, which will help to solve our original problem 
random sequential packing of cubes into torus.
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１．研究開始当初の背景 
 

最密充填の問題は数学における基本

的な課題のひとつであり、幾何学的な

興味だけでなく、符号理論、結晶群の

理論などへ応用がある。それを確率化

したものとしてランダムパッキング

という問題がある。ランダムパッキン

グは自然科学、工学などにおける応用

があり実験的研究、計算機シミュレー

ションによる研究、数学的研究、等多

くの研究がある( Evans, J. W. (1993)  

Random and cooperative sequential 

adsorption, Rev. Mod. Phys., 

Vol.65,1281--1329. 

). A. Renyi (1958)  は 1 次元の充

填率を recursion をもちいて解析的

にもとめた。向きをそろえて辺の長さ

1の cube を辺の長さ xの cube にラン

ダムに詰めてゆくとき充填率はどの

ようになるか、という問題は以前から

議論されている。 x を十分大とする

d 次元 cube の場合の充填率の極限が、

(i)存在し、(ii)1 次元の充填率の d

乗になる、という Palasti の予想が

1960 年代から議論されている。多く

の研究者が、興味をもち証明をこころ

みた。充填率の極限の存在 (i)のみが

知られ(Penrose (2002))、充填率の値

についての解析的結果はないように

思う。計算機シミュレーションの結果

より(ii)はなりたたないと考えられ

ている。 

多次元のランダムパッキングの本質

を失わずに、可能なかぎり単純化し高

い次元での充填率を考えるという課

題を報告者等は考えた(伊藤栄明、上

田澄江 (1983)、Itoh and Solomon  

(1986))。 

 
２．研究の目的 

1983 年に報告者等は提案したモデル

について解析的な議論はできなかっ

た。ロシアおよびフランスの研究者の

協力により充填率の期待値について

lower bound および upper bound 等

が得られた。数理的な研究の糸口を見

出すことができ、確率論、離散幾何学

として興味ある問題であることがわ

かってきた。この研究をすすめ、cube 

の torus へのランダムパッキングの

充填率の期待値の lower bound およ

び upper bound を求め、えられた幾

何学的構造の数えあげの問題をあき

らかにし、結晶構造の理解等への応用

を試みる。 
 
３．研究の方法 
高次元の離散幾何学における書物

Regular Polytopes  (H. S. M. 

Coxeter, Dover 1973)におけるるよう

な離散幾何学を活用し組み合わせ論

的に確率を計算する。ロシア、ドイツ、

ハンガリー等において１９世紀以来

蓄積している膨大な離散幾何学、数理

結晶学の結果があり、それらを活用す

ることができる研究課題である。ラン

ダムパッキングの過程により可能な

スペースがへってゆく過程を高次元

cube が退化してゆく過程としてとら

える等の様々な離散幾何学的方法を

試みる。数学研究用ソフトGAP-system、

Mathematica をもちいて研究を行う。 
 
４．研究成果 
 
辺の長さ 1である格子を考え、格

子点の上に cube の頂点を置く、

離散的な向きをそろえたランダ

ムパッキングを考える。辺の長さ

mの cube を辺のながさ 2mの cube

にランダムにつめてゆく。さらに

片隅充填志向という条件をいれ



ると空間の次元dとの関連で充填

された cube の数の期待値の漸化

式が得られ、充填された cube の

数の期待値のm および次元dにつ

いての漸近的挙動を得た。この結

果は当初の目的に大きく貢献し d 

と m との関連で充填率を考え

る上で前進した。漸化式が求めら

れないのが多次元確率逐次充填

であったが 

漸化式が得られる単純化された

モデルを見出したことになる。 

この漸化式は解析的には

analysis of algorithms の分野

において蓄積している解析的手

法をもちるものであり、Mellin 

transform, saddle point method.

等の古典的解析学をもちいるが

多次元ランダムパッキングの問

題と盛ん現在研究されている分

野の研究がむすびついたことに

なる。もとの torus への cube の

パッキングの問題はより幾何学

的な側面がつよく困難であり解

決にはいたらなかったがが最近

報告者等の以前の研究を発展さ

せた研究がヨーロッパで行われ、

本研究の成果を生かして 当初の

目的に向け研究を進めたい。 
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