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研究成果の概要（和文）：シュタイン空間は十分多くの正則関数が存在する数学的な対象である．そして，n 個の複素
数の組全体の空間内の擬凸領域はシュタイン空間の典型的な例である．この研究において，複素空間の有理型凸性とシ
ュタイン性に関連して，シュタイン空間のカルチエ因子の余零，シュタイン軌道体の領域のシュタイン性・局所シュタ
イン性，単葉型開リーマン面の領域の強い円板的性質について，いくつかの新しい結果を得た．

研究成果の概要（英文）：A Stein space is a mathematical object on which there exist sufficiently many 
holomorphic functions. A pseudoconvex domain in the space of the n-tuples of compex numbers is a typical 
example of a Stein space. In this course of studies, related to the meromorphic convexity and Steinness 
for complex spaces, some new results are obtained on the extra zeros of Cartier divisors in a Stein 
space, on the Steinness or the local Steinness of domains in a Stein orbifold, and on the strong disk 
property for domains in an open planar Riemann surface.
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１．研究開始当初の背景 

複素空間 X について，X の任意のコンパクト

集合 K の X における有理型凸被がコンパク

トであるとき，X は有理型凸であるという．

また，複素空間 X の領域 D について，D 内

の任意のコンパクト集合 K の X における有

理型凸被と D との共通部分がコンパクトで

あるとき，D は有理型 O(X) 凸であるという．

Stein 空間 X の領域 D について，D が有理

型 O(X) 凸であることは，D 内の任意のコン

パクト集合 K の X における有理型凸被が D 

に含まれることと同値であり，また，有理型 

O(X) 凸領域 D 上の正則関数について，有理

型近似定理が成立する（阿部（2005））．さ

らに，Stein 空間 X の領域 D が有理型 O(X) 

凸ならば，D は X 上のある正則関数族 F の 

Fatou 集合である（阿部（2005））．一方，

Stein 多様体 X，すなわち，特異点をもたな

い Stein 空間 X の任意の正則関数族 F の 

Fatou 集合は有理型 O(X) 凸である（阿部・

古島（2000））．また，Stein 多様体 X の領

域 D が単連結かつ有理型 O(X) 凸であれば，

D は強い円板的性質をもつ（阿部（2006））． 

 

２．研究の目的 

特異点をもつ一般の Stein 空間に対しては，

Levi の問題，およびそれに関連する事柄に

ついての満足すべき結果が得られていない

ために，例えば，有理型 O(X) 凸領域，およ

び正則関数族の Fatou 集合の特徴付けの問

題も不十分である．Levi の問題に加えて，

次の問題の考察が必要である． 

問題 1：Stein 空間 X のコンパクト集合 K 

について，K の X における有理型凸被の内部

は X において有理型 O(X) 凸か？ 

問題 2：Stein 空間 X の領域 D について，D

が有理型凸ならば D は Stein か？ 

問題 3：Stein 空間 X の領域 D について，

標準写像 H1(D,O) → H1(D,M) が零写像であれ

ば，他の付加的な条件の下で，D は Stein 

か？ 

シュタイン空間の一般的な構造の解明に寄

与することを目指して，これらの問題のうち，

問題 2，3 についての少なくとも部分的な解

決のために，シュタイン空間において，因子

群や因子の余零に関する問題との関係にも

注目しつつ，開集合のシュタイン性・有理型

凸性に関連する解析的または幾何的性質の

研究を行う． 

 

３．研究の方法 

もし問題 1 が肯定的であれば，特異点をもつ

一般の Stein 空間における正則関数族の 

Fatou 集合の状況は Stein 多様体の場合と

同様である．また，D がコホモロジー的 2 完

備という条件の下で，もし問題 3 が肯定的で

あれば，問題 2 も肯定的である．問題 3 に

おいて，標準写像 H1(D,O) → H1(D,M) が零写

像という仮定の代わりに，標準写像 H1(D,O*) 

→ H1(D,M*) が零写像という仮定をおけば，こ

れは Picard 群 Pic(D) = H1(D,O*) から因子

群 Div(D) への標準写像の全射性と同値であ

る．したがって，Stein 空間における Cartier 

因子の余零に関する問題の解決を試みること

や岡・Grauert の原理をみたす領域の Stein 

性を考察することは，問題 2，3 の解決のた

めの緒となる．以上の観点に立って，次の方

針に従い，研究を行う． 

(1) Stein 空間 X の有理型 O(X) 凸領域の

研究に関連して，単葉型 Riemann 面 X 

内の領域 D の Runge 性と強い円板的性

質の関係についての研究を継続する． 

(2) Stein 軌道体 X 内の岡・Grauert の原理

をみたす開集合 D の Stein 性に関連す

る諸結果を公表する過程を経て，研究の

次のステップへの準備とする． 

(3) Stein 空間における Cartier 因子と余

零に関する問題を解決する． 

(4) Sing(X) が離散的であるような Stein 

軌道体 X の領域 D について，標準写像 



H1(D,O*) → H1(D,M*) が零写像という条

件，および他の付加的な条件から D の 

Stein 性を導く． 

(5) 以上の準備のもとに，Stein 軌道体 X 内

の領域 D について，問題 3 の部分的な

解決を試みる．  

 

４．研究成果 

阿部誠（研究代表者）は以下の研究成果を得

た． 

(1) 中村豪と共同で，正規化が単葉型 

Riemann 面であるような 1 次元 Stein 

空間 X 内の領域 D の Runge 性と強い

円板的性質の関係についての研究を継

続しつつ，得られた諸結果の証明を改良

し，それらの内容に関する論文「Strong 

disk property for domains in open 

Riemann surfaces」（共著）を学術雑誌

に投稿した．また，準備的な段階におけ

る内容について，「玉原多変数複素解析

研究集会」で講演を行った． 

(2) Stein 軌道体 X 内の岡・Grauert の原理

をみたす領域 D の Stein 性・局所 

Stein 性に関連する諸結果に関する論文

「Open sets which satisfy the 

Oka-Grauert principle in a Stein 

space」を学術雑誌「Annali di Matematica 

Pura ed Applicata, Ser. 4」に掲載する

とともに，この研究を継続する過程で，

Stein 空間 X と Stein 写像 π: D → X 

が存在するような複素空間 D のコホモ

ロジー的完備性に関するひとつの結果，

および付加的な条件の下での Stein 性

に関するひとつの結果を得た．これらの

内容も含めて，「第 54 回函数論シンポ

ジウム」において講演を行った． 

(3) 野口潤次郎・濱野佐知子（連携研究者）

と共同で，Stein 空間の Cartier 因子の

余零に関する問題，すなわち，Stein 空

間内の超曲面の法束の自明性の判定に関

する問題を研究し，得られた諸結果に関

する論文「On Oka's extra-zero problem 

and examples」（共著）を学術雑誌

「Mathematische Zeitschrift」に掲載し

た．具体的には，Stein 空間 X の因子 D 

が余零をもつためには，D の定める 

Supp(D) 上の法束 N(D) の第 1 Chern 

類が消滅することが同値であることを証

明した．したがって，dim X ≦ 2 の場合，

X の任意の因子 D は余零をもつ．一方，

dim X ≧ 3 のとき，この条件が必ずしも

みたされないことを示すいくつかの例を

与えた．特に，D が非特異かつ既約な場

合の例を与えることにより，上田の問題

を解決した． 

(4) Sing(X) が離散的であるような純 n 次

元 Stein 軌道体 X の領域 D が Stein 

であるためには，2 条件 

・ Hk(D,O) = 0（2 ≦ k ≦ n - 1）， 

・ 標準写像 H1(D,O*) → H1(D,M*) は零

写像である， 

がみたされることが同値であることを

証 明 し ， こ の 内 容 に 関 す る 論 文

「 Holomorphic line bundles and 

Cartier divisors on domains in a Stein 

orbifold with discrete singularities」

を 学 術 雑 誌 「 Toyama Mathematical 

Journal」に掲載した． 

(5) 2 次元 Stein 軌道体 X の領域 D に対

して，問題 3 は付加的な条件なしに肯定

的であり，したがって，問題 2 も肯定的

であるという結果を得た．この内容につ

いて，「The 22nd International 

Conference on Finite or Infinite 

Dimensional Complex Analysis and 

Applications」および「2014 年度多変数

関数論冬セミナー」において講演を行い，

また関連する内容も含めて，「日本数学

会 2014 年度年会函数論分科会」におい

て特別講演を行った． 
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