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研究成果の概要（和文）：本研究では非コンパクトな変分構造に付随する放物型方程式の時間大域解の漸近挙動、楕円
型方程式の解の多重性、及び関連する臨界型関数不等式とそれに付随する最小化型変分問題の最小化元の存在・非存在
を扱った。
放物型方程式については、臨界ソボレフ指数を非線型項の増大度にもつ方程式の時間大域解の挙動について、エネルギ
ー―汎関数の値が量子化されることを、また楕円型方程式については、外部領域で定義された重み関数つきの方程式に
ついて、重み関数の空間無限遠での減衰が十分ゆるいときに多重解が存在することを明らかにした。関数不等式につい
ては、Trudinger-Moser 型不等式、Hardy 型不等式について論じた。

研究成果の概要（英文）：In this research, we are concerned with the asymptotic behavior of time-global sol
utions for semilinear parabplic equations whose Lyapnov functional are suffered from the lack of compactne
ss, togehter with the elliptic problem with variational functional with lack of compactness. Also we stude
id the variational problem (minimizing problem) associated with the critical functional inequalities such 
as Sobolev, Hardy and the Trudinger-Moser type.
As for the parabolic problems, we treated the semilinear parabolic problem involving critical Sobolev expo
nent and showed the energy quantization phenomena for the time-global solutions. Also we studied the ellip
tic problem defined in the exterior domain with bounded complement with weight function decaying at the sp
atial infinity. We proved that if the decay of the weight function is sufiiciently slow, then the equation
s have multiple positive solutions. 
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１．研究開始当初の背景 
半線型放物型方程式・楕円型方程式は、多く
の現象の数理モデルとして基礎的かつ典型
的なものであるため、方程式に内蔵される数
理の解析は理論面のみならず応用的側面か
らも重要である。特に系の安全な制御の観点
からは、「解が時刻無限大の極限で定常状態
に漸近する」以外の現象にどのようなものが
ありえるかを分類し、その背景にある数理を
明らかにすることは重要であるが、これまで
のこうした現象の研究は個々の方程式や
個々の解に応じた ad hoc な解析がなされて
いるだけで、統一的な数学的概念枠組みのな
かで方程式横断的に議論されることはあま
りなかったと言ってよい。特に臨界ソボレフ
指数をもつ半線型放物型方程式や、非有界領
域上で定義された半線型放物型方程式には
上述した特異な挙動を行う解の存在が予想
されるが、こうした解の挙動に関する詳細な
研究は現在までほとんど存在しないといっ
てよい。また、上記方程式の時間大域解の挙
動の解析には、対応する臨界型関数不等式に
関する知見が不可欠であるが、関数不等式に
ついて、方程式の解の挙動と絡めた観点から
の研究もあまり行われてこなかった。 
 
２．研究の目的 
本研究は半線型放物型方程式の特異解、半線
型楕円型方程式の解の多重性、臨界型関数不
等式に付随する変分問題の 3 つの対象を、そ
れぞれの背後にあるエネルギー汎関数のコ
ンパクト性の破れという観点から統一的イ
に解析し、一見異なるそれぞれの対象の背後
にどのような数理構造のカテゴリがあるか
を明らかにしようとするものである。具体的
には、臨界指数を持つ放物型方程式に見られ
る無限時間爆発解、及び非有界領域上で定義
された半線型放物型方程式に存在が示唆さ
れる無限時間逃げ去り解について、コンパク
ト性の破れの観点からその存在、漸近プロフ
ァイルなどを明らかにするものである。また
密接に関係する半線型楕円型方程式の解構
造の解析、及び臨界型関数不等式、特に 
Trudinger-Moser 型不等式、log-Hardy 不等
式に付随する変分問題の解析も行なった。 
 
３．研究の方法 
研究の方法、特に研究に対する視点は以下の
二点である。 
(1)コンパクトではない軌道をもつ力学系の
理論。無限時間爆発解、もしくは無限時間逃
げ去り解は関数空間内で有界であるがコン
パクトでない軌道をもつ。したがって力学系
理論の観点からは、コンパクトでない力学系
として捉えることができる。従来こうした観
点からの力学系理論の解析もあまり行われ
てこなかった。 
(2)共形不変性をもつ変分構造に付随する熱
流の構造。研究対象となった方程式・不等式
に付随するエネルギー構造は自然な共形構

造をもち、付随してコンパクト性の破れが起
こる。 
本研究では上記(1)(2)の視点を融合し、これ
まで個別的なテクニックにより解析されて
きた放物型方程式の爆発解の挙動を扱った。 
 
４．研究成果 
無限時間爆発解や無限時間逃げ去り解はコ
ンパクトでない軌道を持ち収束先が存在し
ないため、漸近挙動の解析といっても通常の
テクニックは役に立たない。本研究では無限
時間爆発解については共形構造に基づくス
ケーリングとエネルギー構造の不変性、及び
放物型方程式の正則性に関する事項をフル
に使用し、必ずしも球対称性や正値性を仮定
しない状況で、解軌道に沿ったエネルギー量
子化現象が起こること、また無限時間逃げ去
り解については実際にそのような挙動を起
こす初期値が存在し、それらは初期値の閾値
をなすことが示された。関数不等式に付随す
る変分問題については、Trudinger-Moser 型
不等式については増大度を表すパラメータ
が十分小さいときには最大化元が存在せず、
十分臨界に近いときには存在するという、普
通期待される結果と逆の結果が得られた。 
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