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研究成果の概要（和文）：移流および非局所項をもつ偏微分方程式の逆問題および境界制御問題を、変形公式法に基づ
いて研究した。移流拡散方程式に現れる未知の移流項を境界観測から一意的に決定し、さらに関連する制御系に対し望
ましい安定性をもつ境界制御則を具体的に構成した。その際移流項と非局所項を同時変形する新たな変形公式を用いる
が、その変形核関数の存在と構成の問題を解いた。さらに、変形公式法を1階のボルテラ型積分微分方程式系に拡張し
た。この変形核関数を用いて関連するボルテラ系の境界制御問題と逆問題を解決した。

研究成果の概要（英文）：Inverse problems and boundary control problems for partial differential equations 
having transport and nonlocal terms are investigated by the method of deformation formulas.   For the tran
sport diffusion equations, the investigator has determined uniquely the transport term by boundary observa
ton, and for the associated control system having nonlocal terms, he has constructed a concrete boundary f
eedback control law which makes the system a desirable stable state.  The key to solve the problems is to 
use the deformation formula which deforms the transport term and nonlocal terms simultaneously, and the  i
nvestigator has solved the problem of existence and construction of such a deformation kernel function.  I
n addition, the deformation formula is extended to a system of first order Volterra integro-differential e
quations.   By using the kernel, he has solved the related inverse and boundary control problems for the V
olterra system.  
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１．研究開始当初の背景 
数理工学に現れる様々な制御対象は、数学的
モデルとして表現すると、しばしば偏微分方
程式系として表現される。 
例えば水溶性物質の輸送過程を記述する
と、移流拡散方程式になるが、これに境界制
御項と状態フィードバックを加えると非局
所項をもつ拡散方程式になる。この方程式系
を安定化する、さらに移流項を同定すること
は工学上重要な問題であるが、従来の解析で
は数値的にしか解決されていなかった。空間
次元１の場合に、2004 年に Smyshlyaev と 
Krstic により、この問題が逆問題における
変形公式を用いて巧妙に解決された。彼らの
手法は変形された単純な方程式系において、
境界制御項を0にする閉ループ制御を構成す
るものでその制御則に変形核を含んでいる。
この手法は適用範囲が広く、彼らの研究グル
ープは別の様々なタイプの方程式系の安定
化問題に適用し多くの結果を得た。彼らの解
析は、実に豊富なアイデアに富むものである
が、その数学的解析はかなり荒っぽいもので
ある。厳密な数学解析の立場から、彼らの結
果を見直し、さらには新たな研究方向に向け
内容を深化させようと考えたのが本研究の
動機である。 
報告者の長年にわたる研究テーマは、逆問
題と偏微分方程式の最適制御問題や境界制
御問題である。このテーマに関しては、膨大
な研究の蓄積がある。例えば、Romanov, Yurko, 
Isakov, Buterin,  Klibanov( ロシア )、 
Kunisch, Engl (オーストリア)、Lions, Puel 
(フランス )、Zuazua (スペイン)、Banks, Ito, 
Gutman (米国)、Ahmed, Barcilon (カナダ)、
Liu, Li, Zhang (中国)、また国内では 山本, 
山崎(東大), 鈴木, 久保(阪大), 上村(海洋
大) 等が様々のタイプの偏微分方程式の逆
問題とその同定手法およびそれらの制御問
題を研究している。しかしそれらには、方程
式自体に非局所項や過去の履歴を考慮した
積分項などは含んでいない。さらには、高度
で複雑な計算手法に基づく理論であったり
して、そのままでは上記の非局所的作用素を
もつ偏微分方程式に適用できない場合が多
い。本研究では、先行研究をふまえた上で、
考察する方程式自体を単純な取り扱いの容
易な方程式に変形するという、変形公式法に
基づいて、様々なタイプの非局所的偏微分方
程式の逆問題および境界制御問題を解決し
ようと計画した。 
 
２．研究の目的 
本研究では、数理工学における基礎的かつ重
要な問題として、１で述べたような偏微分方
程式系の逆問題と関連する境界制御や安定
性の問題を理論的に考察することを目的と

して研究を開始した。 
特に、方程式自体に非局所項や積分項を含
む場合にも適用できる理論構築を目指した。
具体的には、次の 2つのテーマに分けて研究
を進めた。 
 
(1) 非局所項を持つ 1 階双曲型ボルテラ微
分積分作用素の変形公式とその応用の研究。
この場合に新たな変形公式とその変形核を
構成する。作用素の生成する半群を構成し、
さらに変形核を用いた構造作用素を導入す
ることにより、抽象空間で境界制御系を定義
する。このとき、適当な境界制御により系は
完全可制御性であることを示す。また構造作
用素が解半群の生成作用素のスペクトルに
及ぼす影響を調べる。この半群と時間遅れ方
程式の解半群の構造理論との密接な関係を
明らかにし、それを用いて系の可制御、可観
測性を調べる。更には、線形結合された多変
数系に対する同様の半群構造研究も行う。 
 
(2) 非局所項を持つ2階ボルテラ微分積分作
用素の変形公式とその応用の研究。この作用
素に対し変形公式とその変形核を構成する。 
この場合は、変形核はかなり繁雑な方程式の
解となる。従ってまず、移流項とポテンシャ
ル項のみ現れる場合を考察する。鈴木貴によ
り展開された変形公式理論は、申請者により
この非自己共役な場合に拡張されている。こ
の変形公式により境界データから係数を決
定するという放物型逆問題を解決する。加え
て非局所項が存在する場合に、移流項や非局
所項を境界データから再構成する理論を構
築する。加えて対応する発展系の境界制御に
よる可制御、可観測性、安定化の問題を解決
しようとする。 
 
３．研究の方法 
1 階および 2 階の、非局所項を持つボルテラ
微分積分作用素の変形公式とその制御、逆問
題への応用を函数解析的手法により研究す
る。1 階の場合には、作用素に含まれる移流
項、非局所項およびボルテラ核を別のそれら
に変形する変形核の存在とその満たすべき
方程式を見出す。その変形公式を用いて、片
側境界制御による完全可制御性の問題を解
決する。またこの作用素のスペクトル解析を
実行し、一般化固有ベクトルの完備性を証明
する。その際に、時間遅れ方程式との深い関
連性を示す。2 階の場合にも同様の解析を行
うが、特に移流項とポテンシャル項のみを持
つ場合の逆問題解析に焦点を当てて研究を
進める。また結果のシステムへの拡張と安定
化問題への変形公式の応用を考察する。 
 
(1) 移流項とポテンシャル項をもつ拡散方
程式の逆問題の研究。この場合に新たな変形



公式とその変形核を構成する。それにより境
界データから係数を決定するという放物型
逆問題を解決する。ゲリファント-レビタン
(G-L)理論から推測されるように、移流項と
ポテンシャル項同時の一意性はいえないが、
新たな変形公式の使用によりそれらの間の
必要かつ十分条件を見出すことができる。そ
の結果どちらか一方の一意性はいえること
になる。ポテンシャル項が消える場合にも、
ボルグ型のスペクトル逆問題や移流項の非
一意性の問題を解決しようとする。加えて双
曲型逆問題の解決もはかる。G-L 理論の非自
己共役版である、境界データから移流項を再
構成する理論の構築を進める。 
 
(2) 移流拡散方程式系の境界可制御性と可
制御可観測性の研究。この方程式系に対し、
新たな変形公式とその変形核を構築する。変
形核を用いることにより、任意の指数オーダ
ーで収束するフィードバック解を構成でき
る。加えて、境界データから係数を決定する
という放物型逆問題を解決することができ
る。さらに対応するスペクトルの構造を明ら
かにすることにより、可制御可観測性の問題
を解決する。 
 
(3) 非局所項を持つ2階ボルテラ微分積分方
程式の変形公式の研究。考察する方程式は、
ボルテラ項と離散的な非局所項および境界
条件にも非局所項が現れる拡散方程式とす
る。この場合の変形核はかなり複雑な方程式
の解となり、各項の影響がどのように及ぶか
を詳細に検討しつつ解の構成を行う。まずこ
の放物型方程式の解半群を構成し、ついで変
形された単純な熱方程式の解半群の構造か
ら逆にこの解半群の構造を調べようとする。
生成作用素のスペクトルの分布や一般化固
有ベクトルがリース基底になるための条件
を探る。その後、放物型方程式の境界制御問
題を考察し、変形公式を使うことにより指数
安定化の問題を解決する。加えてリース基底
の完備性の条件のもとで、近似可制御性や可
観測性の問題を考察する。 
 
(4) 非局所項を持つ1階双曲型ボルテラ微分
積分方程式系の半群理論の研究。1 階の場合
にも新たな変形公式とその変形核を構成す
る。ついで方程式の解半群を構成し、さらに
変形核を用いた構造作用素を導入すること
により、抽象空間で境界制御系を定義する。
このとき、適当なフィードバック境界制御に
より系は完全可制御性であることを示す。ま
た構造作用素が解半群の生成作用素のスペ
クトルに及ぼす影響を調べる。この解半群は 
申請者の研究した時間遅れ方程式の解半群
の構造理論と密接な関係をもつ事を明らか

にし、それを用いて系の可制御、可観測性の
問題を解決しようとする。 
 
４．研究成果  
(1) 非局所項を持つ2階のボルテラ微分積分
作用素の構造を、新たな変形作用素を導入し 
簡単な2階微分作用素に変形する事により調
べた。さらには、移流拡散方程式に対して変
形公式を用いて、移流項とポテンシャル項に
関する逆問題を考察し一意性のための十分
条件を導いた。またこの作用素の生成する連
続半群の構造を調べた。つまり、生成作用素
のスペクトル分布と一般化固有ベクトルが
リース基底になることの証明を与えた。さら
には、この考察を進め非局所項があってもス
ペクトル密度関数から、ある物理量を再構成
するゲリファント-レビタン理論が可能にな
ることを示した。これらの結果は、工学的に
も重要な応用を持つ。本テーマに関し、期間
中 3編の学術論文を出版した。 
 
(2) 非局所項を持つ1階ボルテラ微分積分方
程式に対して、新たな変形公式を構成しその
変形核を用いることにより境界制御による
安定化問題を解決した。さらにその結果を係
数行列が巡回的であるようなシステムに拡
張した。加えて変形作用素を導入することに
より、半群理論に基づく安定性理論の構築を
図った。すなわち、この作用素のスペクトル
解析を実行し、一般化固有ベクトルの完備性
の十分条件を与え、制御観測の作用素が安定
性理論に果たす役割を明らかにした。その際
スペクトルの構造を調べることになるが、ペ
ーリー-ウィナー型の定理等のフーリエ解析
や複素函数論の深い結果が必要になる。研究
の進展に伴い、係数行列の巡回性の条件を取
り外すことができた。これにより、より広汎
なボルテラ系に対して、変形公式法が適用可
能なることが示された。本テーマに関しては
期間中 4編の学術論文を出版した。 
 
(3) 本研究計画で挙げたテーマ以外の研究
も行った。具体的には量子制御問題、カー
ン・ヒリアード系と分布神経系の最適制御問
題である。また非線形の粘性項をもつ波動方
程式の解の存在定理を証明した。また、2 階
の減衰項をもつ線形発展方程式系に対し、最
適制御問題に付随する新たなリッカチ方程
式を導いた。これらに関し、期間中 5編の学
術論文を出版した。これらは、海外の研究者
との共同研究の成果である。 
 
論文発表以外に、スイス、クロアチア、韓国
（プサン、済州島）での国際学会において講
演を行い、研究成果を発表した。 
 
５．主な発表論文等 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
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