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研究成果の概要（和文）：非線形放物型偏微分方程式に対して、解の特異性と定常問題の解構造との関連性について考
察を行った。半線形熱方程式のCauchy 問題の解の挙動において、自己相似解が複数個存在する場合の、それら自己相
似解の役割を明らかにした。半線形熱方程式のCauchy 問題において、解が有限時刻爆発するための初期関数の無限遠
方における最適な減衰条件を示すことができた。p-Laplace 作用素をもつ楕円型偏微分方程式の特異境界近傍における
球対称振動解の漸近的挙動における幾何学的性質を明らかにした。

研究成果の概要（英文）： We study the singular behavior of solutions for nonlinear partial differential 
equations of parabolic type, and investigate the relations between the singularity and the solution 
structure of the stationary problems. We verify the roles of self-similar solutions in the Cauchy 
problems for semilinear heat equations in the case where the problem has multiple self-similar solutions. 
We consider the Cauchy problem for semilinear heat equations, and show the optimal spatial decay 
condition of initial functions at infinity for the blow-up in finite time. We consider the elliptic 
partial differential equations involving p-Laplace
operator, and show the geometrical properties of radially symmetric solutions which has singular behavior 
near the boundary.

研究分野：数物系科学
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１．研究開始当初の背景 
(1) 非線形熱方程式は、スケール不変性や勾
配構造、比較原理といった豊かな数学的構造
を備えていることが知られており、この問題
の解の性質の解明のために、多くの新しいア
イデアや手法が提案・開発されている。それ
らのアイデア・手法は、同様な構造をもつ
様々な非線形問題に適用されている。 
 
(2)非線形熱方程式の定常問題においては、空
間次元によって決定される臨界指数が存在
し、その指数を超えるごとに解の構造が劇的
に変化することが知られている。 
 
(3)自己相似解は、相似変換を用いて書き直し
た方程式の定常解として捉えることができ
る。放物型問題においては、不動点定理（縮
小写像の原理）を用いることにより初期値と
の差が十分小さい場合についてのみ適当な
クラスの自己相似解の安定性が示されてい
る。 
 
(4)細胞性粘菌の集中現象を記述するために
導出された走化性方程式系に対しては、近年、
国内外において活発な研究がなされている。
この系はスケール変換不変性をもち自己相
似解の構造が考察されている。 
 
２．研究の目的 
(1) 非線形熱方程式における前方自己相似解
の安定性・不安定性を明らかにし、放物型問
題における役割を考える。とくに比較定理を
用いて、初期値と自己相似解との関係により
解の挙動が決定されること、さらに初期値の
空間的漸近挙動と解の時間大域的挙動との
関連を明らかにする。 
 
(2)非線形熱方程式において初期値にパラメ
ータを導入し、パラメータを連続的に変化さ
せたときの解の挙動を考察する。とくに変分
的手法を用いて Sobolev 臨界における時間
大域解と有限時刻爆発解の境目に現れるの
解の挙動を明らかにする。 
 
(3) 走化性方程式系の臨界初期値における時
間大域解の挙動について考察する。とくに空
間２次元の全領域における球対称解に対し
て、スケール不変性、勾配構造を活用するこ
とにより、不規則に振動する解および無限時
間爆発解を構成する。 
 
３．研究の方法 
(1) 前方自己相似解の安定性・不安定性と放
物型問題における役割においては、自己相似
解を、相似変換を用いて書き直した方程式の
定常解として捉え、連続関数のクラスでの弱
優解-弱劣解法による比較原理を用いる。 
 
(2)時間大域解と有限時刻爆発解の境目に現
れる解の挙動についての考察においては、定

常解の変分的特徴付けを利用した初期値の
集合を導入し、方程式が勾配系であるという
性質を利用し、エネルギー関数を調べること
により解の挙動を考察する。 
 
(3) 走化性方程式系の臨界初期値における
時間大域解の挙動については、積分量を未知
関数とする方程式に変換することにより、指
数増大度をもつ非線形問題に帰着されるこ
とを手がかりに考察を行う。とくに解のクラ
スを球対称解に限定し、常微分方程式の手法
を用いる。 
 
４．研究成果 
(1) ポテンシャル項にパラメータを伴う２
階線形常微分方程式に対して固有値の状況
に基づく方程式の分類を行った。ポテンシャ
ルが臨界と呼ばれるクラスに属する２階線
形微分方程式においては、パラメータの大き
さに応じて解の零点の個数が有限個の場合
も無限個の場合も起こりうることが知られ
ている。そのような２階線形微分方程式に対
して、加算無限個の固有値が現れる場合と
高々有限個の固有値が現れる場合、固有値が
現れない場合があることを示し、それらの十
分条件を与えた。さらにこれらの結果を楕円
型偏微分方程式の特異固有値問題に適用し、
加算無限個の有界な固有値が現れるための
十分条件を与えることができた。 
 
(2) 半線形熱方程式の Cauchy 問題の解の挙
動について考察を行った。この問題において
は、初期関数が十分小さく、かつ無限遠方で
十分早く減衰する場合は、解は時間大域的と
なること、無限遠方での減衰が緩やかな場合
は解が有限時刻で爆発することが知られて
おり、さらにその境界となる臨界多項式オー
ダーが知られている。ここでは、その臨界多
項式オーダーをもつ初期関数に対して、前方
自己相似解と比較することにより、解が時間
大域的に存在するための必要条件および十
分条件を示し、さらに時間大域解の時間無限
における解の挙動を明らかにした。とくに半
線形熱方程式においては、非線形項の指数に
応じて、自己相似解の個数が変化すること、
自己相似解が存在する場合には、必ず最小自
己相似解が存在することが知られている。2
つ以上の自己相似解が存在する場合、非最小
自己相似解は、時間大域解と有限時刻爆発解
を分ける敷居解となること、そして時間大域
解は漸近的に最小自己相似解に収束するこ
とを示すことができた。 
 
(3) 半線形熱方程式の Cauchy 問題において、
解が有限時刻爆発するための初期関数の無
限遠方における最適な減衰条件を明らかに
することができた。この最適な減衰条件は、
非線形項の指数が Joseph-Lundgren の指数
と呼ばれる指数より大きい場合には、すでに 
Wang(1993) により知られていたが、それ以



外の場合には未知であった。自己相似解との
比較により、有限時刻で爆発するための条件
が得られ、さらに、この条件が最適であるこ
とを示すことができた。 
 
(4) 走化性を記述するとされる Keller 
-Segel 系の単純化モデルとされる放物型ー
楕円型方程式系の Cauchy 問題を空間２次
元において考察を行った。この系の解の挙動
は、初期値の体積により決定されることが知
られており、ある値より小さいと解は時間大
域的に存在すること、その値より大きいと有
限時刻において爆発することが知られてい
る。本研究では、その臨界値における解の挙
動について考察を行った。臨界値において、
無限時間をかけて爆発する解の存在は既に
得られているが、ここでは球対称解に限定す
ることにより、有界で振動する解と非有界か
つ振動する解の構成を行った。 
 
(5) p-Laplace 作用素をもつ偏微分方程式の
特異境界近傍における球対称振動解の漸近
挙動に対して、解のグラフの有限長・無限長
という幾何学的性質について考察を行った。
とくに空間多次元における球対称振動解が
境界近傍で有限長および無限長であるため
の判定条件が得られた。とくに、それらが空
間１次元の場合の判定条件と同一であるこ
とを明らかにした。 
 
(6) 多次元の球内部において、p-Laplace 作
用素をもつ方程式を考え、その境界で特異性
をもつ解を特徴付けるため、その解のグラフ
のフラクタル次元について考察を行った。多
次元領域における球対称解のグラフのフラ
クタル次元についての研究と、対応する常微
分方程式の解に対する結果とを活用するこ
とにより球対称解の境界において解のグラ
フの box dimension が与えられた値をもつ
ための方程式の係数に対する十分条件を求
めることができた。これにより、振動解の特
異性と方程式の係数との関連性を明らかに
することができた。 
 
(7) 原点に特異性を持つ２次元線形常微分
方程式系を考え、原点に収束する解の挙動、
とくに原点近傍における解軌道の求長可能
性について考察を行った。ここでは、方程式
系の係数行列に対する固有値の原点におけ
る挙動により、解軌道の求長可能性を特徴付
けられることが明らかとなった。さらに、多
項式増大度の特異性をもつ２次元線形常微
分方程式系に対して適用可能な十分条件、必
要条件が得られた。 
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