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研究成果の概要（和文）：可積分系の構造を用いて、リーマン面のテータ関数について2種類の展開を研究した。
一つはテイラー展開で、展開の初期項をシューア関数とよばれる特殊多項式を用いて決定した。2つ目はテータ関数を
リーマン面の直積上の関数と考えた時、その中の一つのリーマン面の変数に関する展開で、展開の初期項をテータ関数
の具体的な微分を用いて記述した。この2つの結果を用いて、リーマンの特異点定理とよばれる、テータ関数の零点の
重複度に関する古典的定理の精密化および拡張を証明した。別の応用として、代数的性質を持ち今後の発展が期待され
ている多変数シグマ関数について加法定理およびモジュラー不変性と呼ばれる重要な性質を証明した。

研究成果の概要（英文）：Using the structure of integrable systems we have studied two kinds of expansions 
of the theta function associated with a Riemann surface of an arbitrary genus. One is the Taylor 
expansion of the theta function at an arbitrary point on the theta divisor. We have determined the 
initial term as the Schur function . The other is the expansion of the theta function considered as a 
function on the direct product of the Riemann surface. We have described the initial term of the 
expansion in one of the variables of the product by the explicitly given derivative of the theta 
function. As an application of the these results we have generalized the celebrated Riemann's singularity 
theorem. As other applications we have derived certain addition formulae of the multivariate sigma 
function and proved the modular invariance of it.

研究分野： 可積分系とテータ関数
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１． 研究開始当初の背景 
(1) 2 次元イジング模型の拡張である統計力

学の模型の中に、高種数代数曲線に関係
したカイラルポッツ模型とよばれる可解
な模型がある。研究代表者を含む研究者
による従来の研究によりこの模型の一般
化された n 点相関関数は、高種数代数曲
線上の関数を係数とする差分方程式を満
たすことが知られていた。その方程式が
模型の研究に重要な役割を果たすことは
従来の他の模型の研究および Baxter に
よるカイラルポッツ模型の 1 点相関関数
についての研究からも明らかであった。
しかしその解の具体形についてはほとん
ど何も分かっていなかった。 
 

(2) 以上とは全く別な筋の研究として、主に
ロシア-ウクライナの研究者による多変
数シグマ関数の研究が進展していた。こ
れは高種数代数曲線から作られる多変数
の関数であるが、これを用いて特別な場
合に代数曲線上の関数の解析的表示が得
られていた。また楕円関数の自然な拡張
となる様々な代数的な関係式も研究され
ていた。これらは非線形の差分方程式と
言えるものである。特にパフィアンを用
いて表現された超楕円曲線の場合の 2 次
の加法定理は楕円曲線の場合の公式の見
事な拡張であるが、いかに他の曲線の場
合に拡張すべきかについては何もわかっ
ていない状況であった。研究代表者は多
変数シグマ関数の基礎付けに関する研究
を行い、その代数的性格の応用可能性に
大きな期待を持っていた。 

 
２． 研究の目的 

高種数代数曲線に関係した 2 つの問題
の解決を主な目的として研究した。 
 

(1) 1 つ目はカイラルポッツ模型の一般化さ
れた 2 点相関関数の満たす差分方程式の
解の明示的解析的表示を導くことである。 
 

(2) 2 つ目は、超楕円多変数シグマ関数が満
たす 2 次の加法定理の、可積分系の構造
を用いた別証明を与え、それをより一般
の代数曲線の場合に拡張することである。 
 

 
 
３． 研究の方法 
(1) 研究目的(1)についてであるが、非自明で

最も単純な場合である 3 状態カイラルポ
ッツ模型を研究することにした。この場
合に 2 点相関関数の満たす差分方程式の
係数のテータ関数による表示を導き、次
に 1 つの方向を決めその方向への無限積
表示を導く、と言う方法での研究を計画
した。 
 

(2) 研究目的(2)についてであるが、可積分系
のタウ関数と言う概念が高種数代数曲線
のテータ関数の拡張と考えられるので、
可積分系の構造を活用して、シグマ関数
の性質を洗い直し、超楕円シグマ関数に
対する 2 次の加法定理の別証明および拡
張を与えるという方法・戦略を考えた。 

 
４． 研究成果 
(1) 多変数シグマ関数の加法定理 

リーマン面のテータ関数に対しては Fay
の公式と呼ばれる加法定理が知られてい
る。リーマンのテータ関数と多変数シグ
マ関数とはある関係で結ばれているので
これを多変数シグマ関数の公式に読み直
すことが出来る。本研究では、(n,s)曲線
と呼ばれる平面代数曲線やテレスコピッ
ク曲線と呼ばれる高次元空間の中で具体
的な式で定義される代数曲線のシグマ関
数に対して、Fay の公式の代数版と言え
るような加法定理を証明し、さらに加法
定理に含まれる変数の数が曲線の種数よ
りも少ない場合の加法定理を証明した。
後者の加法定理は前者の加法定理の極限
として得られるのであるが、その形を明
示的に求めるには、シグマ関数を代数曲
線の直積上の関数と思ったとき、その中
の一つの変数に関するテータ関数の展開
の初期項を知る必要がある。この初期項
は KP 階層と呼ばれる可積分系のタウ関
数の性質を調べることにより決定した。
タウ関数の方法はテータ関数の研究のた
めの強力な手段であり、他にもシグマ関
数に対する新しい消滅定理・非消滅定理
を証明した。さらに、上記代数曲線に対
するプライムフォームをテータ関数の明
示的な微分により表す公式を証明した。
プライムフォームというのはテータ関数
に関する Fay の理論で中心的な役割を果
たすものであるが、非特異奇半周期と呼
ばれる一般的には存在のみ証明されてお
り具体的には知られていない量を用いて
定義されているので、テータ関数の具体
的な公式を書くときには都合が悪いので
ある。今回の結果はこの意味でも意義の
あるものである。 

(2) リーマンの特異点定理の拡張 
KP階層のタウ関数を用いたテータ関数の
研究をさらに進めることにより、特別な
代数曲線に限らない一般のリーマン面の 
テータ関数の展開や微分に関する性質を 
導くことが出来た。これについての詳細
は次の(3)で述べる。その重要な帰結とし
てリーマンの特異点定理の精密化と一般
化を定式化し証明した。リーマンの特異
点定理というのは、リーマン面のテータ
関数の零点の重複度を、零点に対応する
線形系の次元を用いて表すという古典的
な定理である。それはテータ関数の解析
的性質をリーマン面に付随した幾何学的



量で表すという興味深い内容を持ってい
る。重複度というのは、重複度で表され
る数より小さい次数の微分はすべて消え
るが、重複度で表される次数の微分の中
には消えないものがあるという性質を持
った数のことである。ただリーマンの特
異点定理では、具体的にどの微分が消え
ないかについては一般には何も言ってい
ない。本研究では、重複度に等しい次数
の微分で零にならないものを、すべての
リーマン面とそのテータ関数のすべての
零点に対して具体的に一つ求めた。また
(n,s)曲線やテレスコピック曲線の場合
の拡張として、テータ関数の新しい消滅
定理を証明した。 

(3) テータ関数の展開 
KP階層のタウ関数を用いて一般のリーマ
ン面の場合に、テータ関数のすべての零
点におけるテイラー展開の初期項、およ
びリーマン面の直積上の関数と思った時
の 1 つのリーマン面の変数に関する展開
の初期項を決定した。テイラー展開の初
期項は、テータ関数の零点に対応する平
坦直線束のギャップ列と呼ばれる幾何学
的量から定まる分割に対応するシューア
関数として決定した。直積上の展開の初
期項は、テータ関数の明示的微分を用い
て記述した。以上の結果を用いて(2)で述
べた結果が証明される。また、以上の結
果は一般のリーマン面に対する Fay の加
法定理の退化を研究するのに役に立つこ
とが期待される。それはさらに数理物理
に現れる様々な方程式の解の構成に応用
されることが期待される。 

(4) 多変数シグマ関数の正規化定数の決定 
多変数シグマ関数の最も重要な性質に 
モジュラー不変性がある。(n,s)曲線など 
具体的な曲線に対しては、適当な正規化
定数が存在してモジュラー不変になるこ
とが厳密に証明されていた。しかし、 
Korotkin-Shramchenkoによって定義され
た一般のリーマン面のシグマ関数に対し
ては、1 のべき根の自由度を除いてモジ
ュラー不変と言うことしか証明されてい
なかった。本研究では(2), (3)の研究を
応用して、Korotkin-Shramchenko の提案
した正規化定数とは見かけ上異なる正規
化定数を用いると、シグマ関数はモジュ
ラー不変になることを証明した。これに
より、一般のリーマン面に対するシグマ
関数の一つの定義が確定したことになる。 
これは今後の研究に大きな意義をもつと
考える。 
 
以上まとめると、当初の計画通りには研
究は進展せず、目標とした 2 つの問題の
解決には至らなかった。しかし可積分系
のタウ関数を用いるテータ関数の研究が
有効な方法であることは当初予期してい
なかった多くの興味ある結果を導くこと

で実証出来たと考える。これは今後の研
究につながる本研究の大きな成果の一つ
であると考える。 
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