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研究成果の概要（和文）：(1)2ステップコンパクトベキ零多様体上のサブラプラシアンのスペクトルゼータ関数は唯一
つの単純極を持つ有理型関数に解析接続され、その留数公式とそれを体積で割った値は一様離散部分群によらず一定の
値をとること、極の位置を表す公式、負の整数はいつも零点になることを証明した。(2)球面の接束の自明な部分束で
非ホロノミックの性質を持つ場合は3次元、7次元及び15次元に限ることを証明した。又対応するサブラプラシアンの固
有値、固有関数の決定を、7次元の場合の余次元３のサブラプラシアンの場合も含めて部分的に行った。(3) 高次グル
シン作用素の熱核構成のための作用関数の積分表示公式を得た。

研究成果の概要（英文）：(1) We proved that spectral zeta functions on compact nilmanifolds of 2 step are a
lways analytically continued to a meromorphic function with only one simple pole, determined its location 
formula and gave the residue there together with the ratio by the volume being constant. Also was proved t
hat at the negative integers the function always vanishes. (2) It was proved that among the spheres only o
n 3, 7 and 15 dimensional spheres, there exists a triviazilable sub-Riemannian structure, especially on 15
 dimensional sphere, it was shown that it is of codimension 7. We partly determined the eigenvalues and ei
genfunctions for the corresponding sub-Laplacians, including the sub-Laplacian for the codimension 3 case 
on 7 dimensional sphere.  (3) We constructed an action function for a higher step Grushin type operator wi
th two variables in an integral form which is a first step for the construction of the heat kernel for thi
s operator.
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1.　研究開始当初の背景
力学系の大域理論や、無限次元多様体の研究から
始まり、多様体上の大域的解析現象の研究は、楕円
型作用素の大域的研究を中心として 20 世紀後半、
国内外を問わず数学研究の中で大きな話題であっ
た。それは局所解析的な研究に始まり（更に擬微分
作用素や Fourier積分作用素も含めて）幾何学的大
域解析的な研究が話題の中心になって行った。その
研究は多様体論ヘの応用から、数理物理学にわたり
今後も多様体研究と解析学研究の大きなテーマで
ある。
特に、指数定理や熱核漸近展開等に代表される楕
円型作用素の不変量と位相不変量を関係を理論的付
ける一連の結果は、物理学に於ける古典力学と量子
力学の対応関係の観点から解釈することによって統
一的に理論構造を理解出来る。
本研究はこの観点を基本指針にして、楕円型作用
素から更に「劣楕円型作用素」(従って準楕円型作
用素）の大域的研究を目指すものであるが、劣楕円
型作用素の大域的研究は多様体の一様な構造を反映
したものではなく、個々の多様体のより詳しい構造
(= sub-Riemann構造) に基づき、従って位相的な
性質の解析的手段を通じた現象の解明より、むしろ
多様体の持つ特別な構造の解析的現象への反映の解
明にある。
一般に多様体を物理系の形態空間と考えれば、物
理系によってはどの状態からどの状態へも自由に移
れる（= 数学的には smooth な測地線で結べると
解釈する）とは限らないが、non-holomomic 系で
あれば紆余曲折はしてもどの状態にも行き着ける。
この様な物理系は、数学的には bracket generating

な sub-bundle （non-holonomic 系）を持っている
多様体のことであり、多様体の sub-Riemann構造
と呼んでいるが、非自明な sub-Riemann 構造を持
つ多様体は限定されていて、sub-Riemann 構造と
言ってもいろいろの段階があるが、このとき「sub-

Laplacian」と言われる「劣楕円型の２階微分作用
素」が存在する。これはは Riemann多様体の場合
の Laplacianに対応する作用素である。
またある種の条件下、主束の底空間に Grushin

type と呼んでいる劣楕円型作用素も構成出来る。
これらの作用素が本研究の中心に位置し、楕円型作
用素からは出てこなかった現象が多数明らかになる
ものと期待している。

2.　研究の目的
(1) 本研究は、sub-Riemann構造の幾何学的研究

に基づく、sub-Laplacian 及び関連する劣楕円型作
用素の熱核の構成 ·構造解明と、付随するスペクト
ルゼータ関数に関する大域解析学的研究であり、以
前より継続している以下相互に関連する 3つのテー
マの研究を行うことを目的とした：
[A] ベキ零 Lie 群及びベキ零多様体の sub-

Riemann 構造の研究と関連する準楕円型作用素
のスぺクトルゼータ関数の研究
[B] 球面及びコンパクト Lie 群の sub-Riemann

構造の研究と付随する sub-Laplacian、Grushin

type 作用素の２重主束構造に基づく大域解析学
的研究
[C] 幾何学的量子化と sub-Riemann 構造に関連
する Töplitz 作用素の研究
(2) 以下 23年度から 25年度に解決を計画した具
体的問題をいくつか詳しく説明する。

1⃝ 2-step compact ベキ零多様体のスペクトル
ゼータ関数はいつでも極がただ一つの有理型関数に
なると予想しているが (特別な場合には証明した)、
一般的に証明する。
ここで現れるスペクトルゼータ関数は Riemann

zeta 関数、Epstein zeta 関数 や Hurwitz zeta 関
数を含むクラスの関数であり、解析的な新しい関係
や関数等式の類似を得られるものと期待した。

2⃝ 更にその関係を用いて Kroneckerの第二極限
公式の拡張である zeta-regularized determinantの
表示式を劣楕円型作用素の場合にも得るとともに、
楕円型作用素では現れなかった古典的な積分で表
される興味ある量が関連している様子を明らかに
する。

3⃝ 熱核は一般に、作用関数を特性多様体上での
Fiber積分として表されると考えられていて、作用
関数と積分する際の体積要素の構成が課題である
が、作用関数を 2-step ベキ零 Lie 群の場合に構成
するのに有効であった complex Hamilton-Jacobi

method が 3-step の場合にも有効であるかを、3-

step 2変数 Grushin作用素に対して検証する。
4⃝ 2 重主束構造の視点から、sub-Laplacian と、

Grushin type 作用素の関連性、構造群に付随する
ベクトル束に作用する楕円型作用素の可算族との
関連性の研究を通じて、劣楕円型作用素に対する
zeta-regularization の意味づけを行う。また S2 上
の spherical Grushin 作用素のスペクトルゼータ関
数の解析接続公式を見つける。

5⃝ 球面 S15 に余次元 7 の強い意味での sub-

Riemann 構造が入るかについても解決する。
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3.　研究の方法
(1) 本研究は理論研究なので、主に同じ方面の研
究を行っている研究者との討議、連携研究者、共同
研究者間の相互訪問及びアイデアの交換を通じて
研究の発展をはかると同時に、世界の多くの研究者
による関連する研究結果の注意深い検証を行う。理
論研究の文献は単なるデータではないので実際に
著者や共同研究者、また関連する研究者に出会うこ
とにより、直接の討議を通じてアイデアの源が確
認出来たり、今後の方向性も掴める。自らは、当然
ではあるが一つの定理の証明を見つけ出すのにも
computerでは処理計算出来ない深い思考の積み重
ねを行う。ネットワークの発達に伴い研究連絡や議
論でさえが一昔前に比べれば容易に日常的に可能に
なったとはいえ、長期に亘るそれのみによる情報の
やり取りには偏りがあり、様々なリスクを回避する
ためにも相互訪問しての研究打ち合わせは研究発展
にとっては以前と変わり無く重要であると同時に、
情報発信のためには国際会議等で研究発表も必要で
ある。従って予算を伴う本研究計画・方法はそれら
を実行するに必要な旅費、謝金、サポート体制の構
築が主であり、研究者間の交流を主とする必要最低
限の研究経費である。
(2) 本研究の基礎となる Wolfram Bauer、

Chisato Iwasaki氏との共著論文「Spectral Analy-

sis and Geometry of a sub-Laplacian and related

Grushin type operator」(Trends in Partial Doffer-

ential Equations and Spectral Theory 183-290, in

the series “Advances in Partial Diffrential Equa-

tions”, Birkhäuser (2010)) で多くの事柄を展開し
たが、いずれも今後の研究の基礎をなす典型例を
扱っている。そこでの方法を発展させ、一般の 2-

step compact べキ零多様体のスペクトルゼータ関
数の解析接続公式を目標とした。
主となる方法は Beals-Gavaux-Greiner による
熱核の具体的積分表示式であるが、ベキ零 Lie 群
の lattice の分類問題についても同時に考察を進め
るが、とりあえずのところは、標準的な lattice に
parameter を考えたものを扱い、Selberg 跡公式、
Mellin 変換、Fourier 変換や解析接続等と古典的特
殊関数のいろいろな関係式を用い、sub-Laplacian

の場合は場所ごとに違う熱核の small time asymp-

toticsを調べ、lattice を持たない場合との違いを明
確にする。又、「Zeta regularized Determinant of

the Laplacian for classes of spherical space forms,

Journal of Geometry and Physics (2008), Vol. 58,

No.2, 64–88,by W. Bauer and K. Furutani」で用
いた “Egami-interpolation method” がここでも有
効かを検証する。
S15 の強い意味での sub-Riemann 構造の存在問
題は、Adams の定理による８個の一次独立線形ベ
クトル場を、S15が四元数体のテンソル積 H⊗Hに
入っているとして構成する方法と、Clifford 加群構
造を比較する方法で Bracket generating property

を示せる可能性を探ることを計画した。
(3) この 3年間は上記に説明した事柄を中心に研
究を始め、その解決をめざしたが、多くの関連する
問題があり (特に下記研究成果 (5) は研究成果 (1)

から派生した問題でもある) 26年度以降にも研究を
継続する。

4.　研究成果
(1) 主に, 2 step compact nilmanifold上の sub-

Laplacian の spectral zeta 関数の研究を行こなっ
た。この場合の spectral zeta 関数は唯一つの単純
極を持つ有理型関数に解析接続され、その留数を体
積で割った値は一様離散部分群によらず一定の値を
とること、 極の位置を表す公式、負の整数はいつ
も零点になることを証明した。特別な場合について
(6 次元自由巾零リー群)、sub-Laplacian を、その
巾零多様体が torusを構造群とするある主束の全空
間となる構造を利用し、底空間上の各指標に付随す
る直線束に作用する楕円型作用素の加算族へ分解さ
れる様子を具体的に記述した (Wolfram Bauer and

Kenro Furutani and Chisato Iwasaki: Spectral

zeta function of the sub-Laplacian on two step

nilmanifolds, Journal de Mathématiques pures et

appliquées, 97, 242-261 (2012) に発表)。
これは各楕円型作用素の spectral zeta 関数は極
が加算個あっても加算和を考えればすべて打ち消
し合い新たな極が一つ出来る現象であり、zeta 正
則化行列式が劣楕円型に対しても定義出き、個々の
zeta 正則化行列式の加算積に対する正則化と考え
られる現象であり、 今後更に一般化を研究する予
定である (典型例について「Second regularization

of zeta-determinants for an inifite family od el-

liptic operators」, 2012 International conference

on Fourier Analysis and Pseudo-differential oper-

ators, 25/June/2012 at Aalto university, Espoo,

Finland、及び「Trace formula for a sub-Laplacian

on SL(2,R)」, 2012 Workshop Geometric and Sin-

gular Analysis (12-16/March/2012 at University

of Potsdam, Potsdam, Germanyで講演したが、さ
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らに今年度からの研究で論文として完成する予定で
ある)。
(2) 高次の Carnot群から導かれる Grushin作用
素の作用関数を構成する問題にも取り組み、 部分
Fourier変換をすることにより高次振動子の作用関
数を構成した。これはある常微分方程式に対する２
点境界値問題の解がいつも唯ひとつであり初期値問
題との対応が微分同型になることを（この Jacobi

行列式が Van Vleck determinant である) 示し高
次振動子の Hamilton-Jacobi 方程式の解を構成す
ることにより得られた (Kenro Furutani, Chisato

Iwasaki and Toshinao Kagawa: An action func-

tion for a higher step Grushin operator, Journal

of Geometry and Physics, 62, 1949–1976(2012)

に発表)。更に今後はこの結果を元に higher step

Grushin type 作用素の熱核を構成することを目標
とする。
(3) 球面の接束の自明な sub-bundle が bracket

generating の性質を持つ場合は 3 次元、7 次元及
び 15次元に限ることを証明した。又対応する sub-

Laplacian の固有値の計算も、7次元の場合の余次
元が 3の場合も含めて部分的に行った。これは所謂
自明な sub-Riemann構造を持っている多様体の典
型例であることを個別に確認し、Laplacian では起
こらない現象を見つける事が一つの目標であり、そ
の構造を持つ他の場合の研究に向けた第一歩である
(Wolfram Bauer and Kenro Furutani and Chisato

Iwasaki: Trivializable sub-Riemannian structures

on spheres, Bulletin des Sciences Mathématiques,

137, 361–385(2013) に発表)。そこに現れる劣楕円
型作用素のスペクトルゼータ関数の研究は従来の楕
円型に対応する作用素 (= Lapacian)より豊富な情
報を含んでいるはずで、今後も研究を継続する予定
である。
(4) 高次 Carnot 群上の sub-Laplacian を余次
元 2 の部分群による商空間に descend した作用素
(higher step Grushin type 作用素) の基本解の構
成についての研究を行った。二通りの変数変換によ
るアプローチがあることが分かり、Bessel 関数の
Weber公式、変形 Bessel 関数また球面調和関数を
用いることにより積分表示式による展開式を得、論
文としてまとめたところである。
(5) 任意符号 {r, s} の 2次形式に関する Clifford

代数 Clr,s とその minimal admissible module か
ら構成される一般 Heisenberg type群における一様
離散部分群の存在問題を研究した。これは Malcev

の定理によって、対応する Lie環 Nr,s に構造定数
が有理数 ( 2 stepの場合は整数に出来る)であるよ
うな基底の存在問題になるが、本研究ではより詳
しく構造定数が 1, 0, -1 のみを取るような基底の
構成をすべての場合に行った。これは正定値の二
次形式に関する場合 (古典型 Heisenberg type 群と
呼んでいて, G. Crandall and J. Dodziuk, Integral

structures on H-type Lie algebras, Journal of Lie

Theory 12, No. 1, 69-79(2002) で示された) の拡
張であり、Nr,sとNr+1,s+1、又 Nr,sとNr+4,s+4 の
関係や、Bott周期性との関連での一様離散部分群の
相互関係も合わせて解明した (Kenro Furutani and

Irina Markina : Existence of Lattices on General

H-type groups, Journal of Lie Theory, 24, No. 4.

979–1011(2014), published electrically in March

2014)。
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