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研究成果の概要（和文）：研究成果は次の３点である。(1)筆者の提案する一般J積分における主定理「エネルギーの特
異点の摂動に関する変分は一般J積分で表現できる」が，幅広い非線形問題について成り立つことを木村教授と共に証
明した。なお，本理論では境界も特異点の集合である。(2)一般J積分と畔上教授の提案するH1勾配法を組み合わせるこ
とで，混合境界値問題など特異性のある工学的環境下での形状最適化問題が解けることを理論と数値計算で示した。(3
) 偏微分境界値問題において，パリ第６大学のF.Hecht教授がリーダとなっているFreeFem++が数理思考に基づく有限要
素システムとして使えることを示した。

研究成果の概要（英文）：The results of research are the following. (1) In theory of generalized J-integral
 (GJ-integral), there is the result called Main Theorem, that is, the variation of energies with respect t
o the perturbation of the singular points is expressed as GJ-integral. In this research, it is proved that
 Main Theorem hold in wide nonlinear problems with Professor Kimura. (2) Combining GJ-integral and H1-grad
ient method proposed by Professor Azegami, we could show that the shape optimization problems with singula
rities are solved theoretically and numerically. (3) It was shown that FreeFem++ developed by Professor F.
Hecht at the Laboratory Jacques-Louis Lions in Paris VI University is the finite element solver for bounda
ry value problems by mathematical thinking and programming.
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１．研究開始当初の背景 
 
破壊力学の数理で重要な概念であるエネルギ
ー解放率を表現する J 積分を，３次元問題に
適用するために筆者が 1981 年に一般 J 積分
を提案した。さらに， 1985 年の論文
“ Generalized J-integral and its 
applications --Basic Theory-- ” (Japan 
J.Applied Math.2) で，種々の楕円型境界値
問題・システムに対する形状感度解析での道
具となる様に拡張し，統一理論を展開した。
一般 J 積分理論で主定理と呼んでいるのが
「エネルギーの特異点の摂動に関する変分は
一般 J 積分で表現できる」である。なお，偏
微分方程式を定義する領域の境界も「特異点
の集合」として扱える。 
理論では，たとえば，Dirichlet 境界と

Neumann 境界といった混合境界値問題にお
いて，境界全体は法線方向に感度が高いのに
対して接合部は接線方向に感度が高いといっ
た性格の異なる特異点を同時に扱えて，分離
も可能な点にある。その後の研究は 

(1) 一般 J 積分の主定理をより広い枠組み
で証明する 

(2) 一般 J 積分を形状最適化問題など工学
における具体的な問題に適用できるこ
とを示す 

といった２点に焦点を絞ってきた。最初の(1)
については，ロシア Lavrentyev 研究所の
A.Khludnev 教 授 と 2 本 の 共 著 論 文
(2000,2002 年)において多少の進展を得たが，
あまり大きな進展は得られなかった。さらに，
(2)については理論的な可能性に留まってい
た。 
研究の主目的ではないが，筆者が主査を務

めている日本応用数理学会・研究部会「連続
体力学の数理」において，長年，数学と工学
といった異分野との協働をおこなってきた。
しかし，工学での結果を数学的に正当化して
一般化するだけでは，一般 J 積分の有効性が
工学において認知されることはなかった。す
なわち，異分野との研究交流においては，数
理研究だけでなく，工学的に具体的問題を数
値計算して可視化を示す必要があると痛感し
ている。そこで，数理研究・数値計算・可視
化を継ぎ目なく結合できる研究支援環境が必
要だと考えた。 
数理研究を数値計算・可視化するツールと

して数式処理システムが有名であるが，長方
形領域などを除いて偏微分方程式境界値問題
の解は数式で近似することも難しい。それに
対して，変分法と密接に関係する有限要素法
は実際の工業製品の設計に使われるなど汎用
性が高い。残念ながら，有限要素法ツールの
多くは，汎用プログラミング言語のライブラ
リとして提供されるか，ブラックボックス化
されている。パリ第６大学 J.L.Lions 研究所
の O.Pironneau 教授，F.Hecht 教授が開発し
てきた有限要素システム FreeFem++は，数
理研究のために開発しており，数理モデルを

数学的に記述することで境界値問題を解くこ
とが可能となっている。筆者は，1995 年ごろ
から，FreeFem++の前身である FreeFEM の
開発等に関係し，最近ではマニュアル作成に
おいてプロジェクトに参加している。 
数学において異分野との協働が言われ，

FreeFem++プロジェクトも３次元問題が解
けるようになり，大規模計算への参入を考え
ている現在，FreeFem++の数理研究での有効
性を示すと共に自身の研究環境の整備などを
含めて次を検討してきた。 

(3) 偏微分方程式境界値問題において，
FreeFem++が数理思考に基づく有限
要素システムとして使えることを示す。 

 
２．研究の目的 
 
背景にかかげた３つのテーマに分けて述べる。 
 
(1) 一般 J 積分の主定理  
 有限要素法での数値計算での妥当性を考え
たとき，特異点の摂動を表す写像はリプシッ
ツ連続であるといった弱い条件で証明してお
く必要がある。また，破壊力学では J 積分が
非線形問題で有効なことが特徴なので，主定
理の証明を非線形問題に拡張しておくことは
重要であった。Khludnev との共同研究にお
いても証明方法は 1981 年の論文と本質的な
違いは無かった。しかし，木村教授(分担者)
は Banach 空間におけるパラメータ付汎関数
のパラメータ微分に関する定理を作り，その
定理を使って主定理を証明した。ただし，木
村教授の研究では陰関数定理を使うため，非
線形性の強い問題に適用できなかった。そこ
で，パラメータに関して強連続で唯一の最小
値解を持ち，一様に強圧的で，パラメータが
ゼロのとき S+条件を満たす場合に，パラメー
タ微分が可能で主定理の抽象版が導けること
を示した。その応用として p-ポアソン方程式
について通常の主定理が成り立つことが証明
できた。 
 研究の目的は，この結果を論文とし，工学
における非線形現象を一般 J 積分の応用範囲
に取り込むことである。 
 
(2) 形状最適化問題 
 一般 J 積分の出自は破壊力学であるが，形
状感度解析にも適用可能であることを証明し
てきた。長年，形状最適化問題への適用がで
きなかった。畔上教授(分担者)が形状最適化
問題で提案している H1 勾配法を使うことで
最適形状を具体的に求めることが理論的に可
能となった。H1 勾配法と一般 J 積分との組
み合わせにより，従来は扱えなかった混合境
界問題で記述される工学環境下での形状最適
化問題が解ける可能性がでてきた。2 数学会
(2010 年春)に，円形領域におけるポアソン方
程式混合境界問題について，エネルギーをコ
ス ト 関 数 と す る 形 状 最 適 化 問 題 を
FreeFem++を使って数値計算し，発表した。



ただし，数値計算における「面積一定」とい
う制限がうまく実装されていなかった点，工
学での数値計算例との比較が出来ていないな
どの指摘を受けた。 
 そこで，畔上教授(分担者)には，形状最適
化における制限を実現するためのラグランジ
ュ乗数法と，その実装方法を教えていただく。
先行研究としては，畔上教授による計算，そ
して G. Allaire 教授, O. Pantz 氏(フランス・
エコールポリテクニク)による FreeFem++を
使った数値計算例
(http://www.cmap.polytechnique.fr/~allaire
/freefem.html)があった。これらの数値計算
においては，特異性を避ける工夫が必要とな
っていた。 
 本研究では，これらの先行研究と比較する
ため，同様な問題において固定部と応力自由
な部分をもつ工学的環境を特に仮定した最適
形状を求める問題に本方法を適用することに
した。手始めに，平均コンプライアンスをコ
スト関数とする形状最適化問題についてプロ
グラムを完成する。 
 
(3)  有限要素法の数理思考プログラミング 
従来から「学んだ数学を直接，プログラミ

ング言語にできないか？」と考えていた。そ
の意味で FreeFem++に注目し，日本での講
演を行ってきた。しかし，研究発表では，近
似解を求める有限要素法では精度を避けて論
じることはできない。そのため，単に変分法
を知っているだけでは説得力のある数値計算
結果と言えない。 
そのため，有限要素法の理論と，その理論

を反映できるプログラミング技術が必要とな
る。FreeFem++には計算精度を高めるために，
アダプティブメッシュ法や異なるメッシュで
の補間機能などが備えられている。他にも移
動メッシュなどもあり，それらの機能を使い
こなすことは難しい。 
数学と FreeFem++でのプログラミングと

を比較して使い方を解説する本を著したい。 
 
３．研究の方法 
 
(1) 一般 J 積分の主定理 
木村教授との共同研究をまとめ，論文に著

す。海外研究者から工学における非線形問題
について情報を収集する。 

 
(2) 形状最適化問題 
畔上教授から，工学における形状最適化問

題を紹介してもらい，本理論を用いて解く。
FreeFem++で実装することを前提に，「体積
一定」などの制約条件についてラグランジュ
乗数法について畔上教授から教えていただき，
プログラムを完成させる。 
 
(3) 有限要素法の数理思考プログラミング 
 FreeFem++のリーダである F.Hecht 教授
を 招 へ い し ， 最 新 の 動 向 を 踏 ま え て

FreeFem++の解説書を著す。 
 
４．研究成果 
 
(1)  一般 J 積分の主定理  
 木村教授と共著の論文〝Differentiability 
of potential energies with a parameter and 
shape sensitivity analysis for nonlinear 
case: the p-Poisson problem″ , Japan J. 
Indust. Appl. Math., Vol.29, No.1 を著した。 
 
日本応用数理学会・研究部会「連続体力学

の数理」によるワークショップ CoMFoS11 
(2011/10/8-10，広島国際学院大学)において，
A. Muntean(オランダ,Eindhoven 
University of Technology)がマイクロ構造に
おける homogenization method，B. 
Bourdin(アメリカ, Louisiana State 
University)が破壊現象の変分法によるアプ
ローチ(理論・数値計算法)を含む 17 件の講演
があった。 

CoMFoS13(2013/10/12-14，金沢大学サテ
ライト・プラザ)において，D. Knees 氏(ドイ
ツ,ワイエルシュトラス研究所)による有限変
形での破壊問題の変分的取扱いに関する研究
を含め 16 件の講演があった。 

 
(2) 形状最適化問題 
 平均コンプライアンス問題について，種々
の工学的問題を解くことができるようになっ
た。研究結果は日本応用数理学会，日本数学
会などで発表した。 
 従来との違いは，固定部分と応力自由部分
を動かすことが可能となったので，より広い
問題を扱えるようになった。ただ，
FreeFem++の解説本に時間を取られ，論文に
していない。 
 
(3) 有限要素法の数理思考プログラミング 
 CoMFoS12(2012/10/6-8，電気通信大学)に
おいて，F.Hecht 教授から FreeFem++に関す
る最新の動向を教えていただいた。なお，
CoMFoS13 では，13 件の講演があった。 
 共立出版から「有限要素法で学ぶ現象と数
理 ―FreeFem++数理思考プログラミング
―」を高石教授(広島国際学院大学)との共著
で 2014 年 2 月に出版した。本には，畔上教
授との形状最適化に関する共同研究を
FreeFem++のソースコードと共に載せた。 
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