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研究成果の概要（和文）：ゲージ重力対応に基づき、N=4超対称ゲージ理論におけるグルーオン散乱振幅と反ド・ジッ
ター時空中の極小曲面の面積の対応を研究した。n点グルーオン散乱振幅について,摂動論から予想されている、Bern-D
ixon-Smirnov公式からのずれであるremainder関数の強結合領域における解析的構造を、可積分模型, 特に２次元共形
場理論の可積分摂動により解析した。さらにそれに関係する超対称ゲージ理論の可積分構造を調べ、その可解性の成立
する原理を追求した。その結果AdS3およびAdS4時空におけるグルーオン散乱に対応するremainder関数の支配的補正項
を厳密に決定することができた。

研究成果の概要（英文）：Based on the gauge-gravity correspondence, we studied the relation between gluon s
cattering amplitudes in N=4 supersymmetric gauge theory and minimal surfaces in
anti-de Sitter spacetime. Using the integrable model and especially the integrable perturbation of two-dim
ensional conformal field theory, we investigated the analytic structure of the remainder function at stron
g coupling, which shows the deviation from the Bern-Dixon-Smirnov's formula predicted from the perturbativ
e calculations. We also studied the integrable structure of the related supersymmetric gauge theories, and
 tried to find the basic principles on which such integrable structure rely. In particular we were able to
 determine exactly the leading correction terms in the remainder functions of the gluon scattering amplitu
des corresponding to  AdS3 and AdS4 spacetimes.
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１．研究開始当初の背景 
超弦理論は、重力を含む素粒子の基本的相互
作用を統一する究極理論の最有力候補であ
る。しかし弦理論は、弦の相互作用の結合定
数の弱結合展開でのみ well-defined な理論
であり、強結合領域を含んだ包括的な理論的
な枠組みはまだ確立していない。近年, ラー
ジ N展開、インスタントン、双対性等のゲー
ジ理論において有効性を発揮してきたアプ
ローチを用いた超弦理論の強結合領域にお
ける特有なダイナミクスの研究が進展し、ま
たそれによりゲージ理論の強結合領域にお
ける新しい研究方法が開発されている。 
 最近超対称ゲージ理論と超弦理論の間の対
応関係(ゲージ・重力対応)の発見により, 研究 
の大きな進展が見られる。特に AdS/CFT 対応
と呼ばれる、N=4 超対称 Yang-Mills 理論と
AdS 空間上の超弦理論の双対性により、弦理
論あるいはゲージ理論の強結合領域におけ
る性質が、他方の理論の弱結合の解析で説明
される。この対応の証明はまだされてないが、
様々な状況証拠により成立すると考えられ
ている。この対応はゲージ不変な観測量の異
常次元について精密に検証されているが、最
近カラー自由度をもつグルーオン散乱振幅
が、超弦理論側に対応物をもつことがわかっ
てきた。場の理論における最も基本的な物理
量である散乱振幅をAdS/CFT対応で理解する
ことは、ゲージ理論の強結合領域におけるダ
イナミクスを理解する上で重要な問題であ
る。 
 
２．研究の目的 
 
N=4超対称ゲージ理論におけるMaximally 
Helicity Violating (MHV)グルーオン散乱振
幅は, 超弦理論における, グルーオンの外線
運動量に対応する光的境界を持つWilson ル
ープで囲まれる極小曲面の面積で計算される
ということが Alday-Maldacenaにより発見さ
れた。この極小曲面は4点振幅の場合, ゲージ
理論側における摂動的計算から期待される 
factorization や colinear 極限等の性質か
ら導かれるBern-Dixon-Smirnovの仮説公式の
強結合における表式と一致し, 世界中の素粒
子論研究者を驚かせた。このグルーオン振
幅・Wilson ループ対応は, その後弱結合領域
の摂動計算においても成立することが n 点1
ループの場合に成 立することが確かめら
れ、振幅がグルーオンの外線運動量に関する
共形変換に対する不変性 (dual共形不変性) 
が成り立つことが証明された. しかし Bern 
達及び Drummond 達により 6 点 2 ループの
場 合の計算が数値的に実行され, グルーオ
ン振幅と Wilson ラインの期待値の一致は確
認されたが, 新たにBDS 公式とのずれが発見
された。このずれはその後 2 ループレベル
で解析的にも示された。n(≥ 6)点グルーオン
振幅のBDS公式からのずれはremainder関数と
呼ばれる. このremainder関数の形はdual 共

形不変性からは決まらず, グルーオン運動量
の共形不変な関数である複比の関数で表され
る。このremainder 関数を強結合極限で計算
することで 摂動的n 点グルーオン振幅との
対応が評価できる. このグルーオン多点振幅
に対する極小曲面の構成は難しく, その具体
的形は現在のところ数値計算 によるしかな
い. ところが 2009 年 Alday-Maldacenaは 
AdS5 の部分空間である AdS3 空間にお ける
極小曲面の方程式が, 変更された 
Sinh-Gordon 方程式になることを示した。さ
らにその方程式を Z2 対称性を持つ Hitchin 
方程式に書き直すことにより, 極小曲面の問
題をスペクトラルパラメータの 入った 
Hitchin 方程式に附随する平坦切断の線型方
程式を解く問題に帰着させた。この線形問題
の解 の漸近形の示す Stokes 問題を解くこ
とにより, 極小曲面の面積が評価できること
を示した。この問題はその後 
Alday-Gaiotto-Maldacena[AGM]および 
Alday-Maldacena-Sever-Vieira[AMSV]により
考察され, 線形問題 の解の Wronskian が可
積分模型における T-系の関数方程式をみた
し、Stokes 問題における漸近解の接続公式で
ある Stokes 係数が Y-関数となることがわ
かった。この Y-関数から導かれる熱力学的ベ
ー テ仮説 (TBA) 積分方程式の自由エネルギ
ーにより極小曲面の面積が表されることが明
らかになった. 我々の研究グループ (初田-
伊藤-酒井-佐藤) はAGMの結果をもとに, 
AdS3 空間の 2n 点振幅に相当する極小曲 面
の TBA 方程式を AMSV と同時かつ独立に導
出し, 対応する可積分模型が一般化されたパ
ラフェルミオ ン模型SU(n−2)2/U(1)

n−3 である
ことを始めて明らかにした。さらに我々は
AdS5 空 間中の 6 点振幅の remainder 関数
を Z4 パラフェルミオン模型の可積分摂動で
解析的に評価することに成功した。 

 本研究の目的は上記で得られた部分的な成
果を発展させて, 一般のn 点グルーオン振幅
の remainder 関数の解析的構造を、可積分模
型特に 2 次元の共形場理論(CFT) の可積分
摂動と関係づけることにより明らかにしてい
く ことにある.さらに AdS5 空間の極小曲面
に関係する Y-系の関数方程式は, 通常の可
積分系に附随す る Y-系と性質が異なり, 6 
点振幅の場合を除き対応する可積分系が知ら
れていない.これは新しい可 積分模型の存在
を示唆しおり,この可積分模型を明らかにし
て,強結合極限における一般のグルーオ ン散
乱振幅の解析的構造を明らかにする.またこ
の 4 次元ゲージ理論における極小曲面と 2 
次元の可 積分系が対応する一般的な原理は
自明なものではない.この対応の原理的な理
由をより 4 次元ゲージ 理論の 2 次元次元
縮小で得られる一般的な Hitchin 方程式系
と可積分系の対応としてとらえその原理, 構
造を明らかにしたい.またこの対応をグルー
オン以外の散乱振幅に拡張するために超対称



性化を行 い, N=4 理論の振幅全体の構造を
明らかにする. 

 
３．研究の方法 
N=4 超 対 称 Yang-Mills 理 論 に お け る
MHV(Maximally Helicty Violated) グルーオ
ン散乱振幅の構造は，tree レベル振幅とその
他のループ効果を含む部分に分けられる．ル
ープ効果の和はBDS公式で表され, それから
の非自明なずれを表すのがremainder関数で
ある.remainder 関数は外線運動量の複比の
関数である. AdS/CFT 対応を用いるとこのグ
ルーオン散乱振幅はグルーオンの運動量に
比例した線分からなる多角形(Wilson ライ
ン)を境界とする AdS 空間内の弦の張る極小
曲面の面積 Aであり、それは 
        A=Adiv+ABDS-like+Aperiod+Afree 

の形に分解される. Adiv はグルーオンの赤外
発散の正則化項, ABDS-likeは,Hitchin方程式に
付随する線形問題(d+A)ψ=0のStokesセクタ
ーの寄与を正 n 角形で分割したときの各
Stokes セクターの寄与, Aperiodは実際の n 多
角形と正 n 角形の寄与の差, Afreeは Hitchin
方程式系の接続問題に関連した Y-系から導
かれる熱力学的ベーテ仮説(TBA)方程式の自
由エネルギーである.これから remainder 関
数 Rnが求められる. Rnにおいて赤外発散項は
相殺し, 運動量の複比の有限な関数となる.
この remainder関数を単純な設定から出発し
て評価を行う。 
まず AdS3空間内の 2n 点振幅の場合, Afreeは
ｎ-2 個の Y-関数 Ys(θ)(s=1,…,n-2)の積分
方程式(TBA 方程式)で表され, さらに Ys(θ)
は Y-系と呼ばれる関数関係式をみたす. TBA
方程式はパラメータ ms(質量), φs(共鳴パラ
メータ)で特徴づけられる。Y関数はグルーオ
ンの運動量の複比で表され,ms-> 0 の極限で
は境界が正 2n 角形解に対応し, mＳ->∞では
境界はグルーオンの運動量が平行になる
colinear 極限に相当する. 
 
これまでの可積分系の研究ではAfreeの厳密な
式は知られておらず, Y-系が２次元共形場理
論(CFT)の可解摂動と同一視される場合に解
析的な展開式が知られていた。初田、伊藤、
酒井、佐藤は AdS5空間内の 6点振幅の場合に 
Z4 パラフェルミオン模型の質量摂動により
Afreeの CFT 点の周りの解析的表式を得ること
に成功した.そこでまず初めにこの結果を
AdS３空間内の 2n 点振幅に拡張する. この
Y- 系 は 一 般 化 パ ラ フ ェ ル ミ オ ン
SU(n-2)2/U(1) 

n-3 の 可 積 分 変 形 で あ る
Homogeneous Sine-Gordon 模型として知られ
ている。 その具体的な自由エネルギーの展
開式はある特別な場合にのみミニマル模型
の共形摂動論と同じになることがわかり、 
具体的に自由エネルギーを求めるとができ
る。その情報より,HSG 模型のグルーオン散乱
振幅の remainder 関数を計算する.  

グルーオン運動量の複比を与える Y-関数の
解析的な展開に関して,最近境界のある CFT
の境界状態に付随するエントロピー関数で
ある g-関数と T-関数の関係が示唆されてお
り, その境界状態を boundary CFT の摂動論
による評価から Y-関数の解析解を求める. 
以上の解析解を数値計算による結果と比較
してその妥当性を検証する. 
次に同様な考察が可能である AdS4時空内の 
極小曲面に対応するn点振幅に対して同様考
察を行う。この場合対応する可積分模型は 
SU(n-4)4/U(1)

n-5HSG 模型となり,その特別な
摂動が, W ミニマル模型の共形摂動論として
具体的に計算できることがわかる。これから
HSG 模型の自由エネルギー、T-関数、Y-関数
の解析的展開を求め, remainder 関数を評価
する。 
最後に AdS5時空内の n 点振幅に関係する Y-
系に関係する可積分系について考察する.こ
の可積分系は、化学ポテンシャルを 0にする
極限では HSG 模型 SU(n-4)4/U(1)

n-5 となる. 
しかし化学ポテンシャルがある場合は,その
TBA方程式とAdS5のY-系から導かれたTBA方
程式の間には食い違い(積分方程式の核の違
い)があることが知られている. その
remainder 関数の解析的な評価は, 背後にあ
る CFT の摂動論なしには困難であるので, 
我々はまず AdS5 の Y-系を導くような積分核
をもつ新しい可積分模型の構築を考え, そ
の CFT極限として TBA方程式を解析すること
を考える. 
またこの事実はある種のHitchin方程式系と
Y-系に基づく可積分系の新しい対応関係を
示唆していると考えられる.関連研究として
常微分方程式と TBA の関係を見出した
Dorey-Tateo の研究がある.その研究ではま
だ現象論にすぎない対応関係であったが,  
本研究においてHitchin方程式系という新し
い数学的対称を通じてより原理的な両者の
対応を見出し,それをグルーオン散乱振幅の
可解性の成立を保証するより深い物理的理
由を調べる. 
 
またこの可解性を超対称ゲージ理論の枠組
み内で考察することはAdS/CFT対応の完全な
証明に向けた重要なステップである。 
超対称ゲージ理論の背後にある可積分性の 
機構を明らかにすることにより、この対応 
が成立する原理を明確にしていく。特にその
中で可積分性を有する興味深い理論はオメ
ガ背景場中の超対称ゲージ理論やM理論の低
エネルギー有効理論である。それらの可積分
性に現れる普遍性を解明していく。 
 
この研究を研究分担者との緊密な議論のも
と系統的に進めていく.これらのテーマのい
くつかは独立して進められるテーマであり, 
進展する部分があれば集中的に研究を行う. 
 
 



４．研究成果 
ゲージ重力対応に基づき、N=4 超対称ゲージ
理論におけるグルーオン散乱振幅と反ド・ジ
ッター時空中の極小曲面の面積の対応を研
究した。n 点グルーオン散乱振幅について,
摂 動 論 か ら 予 想 さ れ て い る 、
Bern-Dixon-Smirnov 公式からのずれである
remainder 関数の強結合領域における解析的
構造を、可積分模型, 特に２次元共形場理論
の可積分摂動により解析した。さらにそれに
関係する超対称ゲージ理論の可積分構造を
調べ、その可解性の成立する原理を追求した。 
その結果、以下の研究成果を得た. 
 
(1) AdS3 反ド・ジッター時空内における 2n
個の光的線分からなる Wilson ループの期待
値は、平面内に運動量を制限されたグルーオ
ンの散乱振幅と双対であり, AdS/CFT 対応を
用いると Wilson ループを境界とする AdS3 
内の極小曲面の面積になる。この運動量の配
位が単純な場合に対応する自由エネルギー
が 2 次元の Homogeneous Sine-Gordon(HSG)
模型 SU(n-2)2/U(1)

n-3 の熱力学的ベーテ仮説
(TBA)方程式となることが初田-伊藤-酒井-
佐藤の研究で分かっている。 
また remainder関数に現れるグルーオン運動
量の複比は可積分模型の Y-関数または T-関
数で表され、Y-系あるいは T-系と呼ばれる関
数関係式で統御されることが知られている。 
本研究で伊藤,酒井,佐藤は,HSG 模型の T-関
数、Y-関数の解析的展開が、境界のある共形
場理論の境界にあるエントロピーを測る物
理量である g-関数の比により定まり,その振
幅のremainder関数が解析的に評価できるこ
とを示した。その結果は n=8,10 の場合には
数値計算の結果を再現することが分かった。
さらに 2 ループの摂動論に基づいた結果を
我々の remainder 関数と比較し、両者が類似
のべき展開の構造をもつことを発見した。
[Hatsuda-Ito-Sakai-Satoh, JHEP 1104 
(2011) 100] その後伊藤、佐藤はその結果を
拡張し, 2n 点振幅の remainder 関数を HSG模
型の T-関数で評価する一般式を提案した。こ
の結果と 2-loop の結果を比較したところ約
90%の一致をみた。これは摂動論側と強結合
側の結果がそれほど違わないということを
意味し, AdS/CFT 対応の新しい定量的検証に
なっている。[Hatsuda-Ito-Satoh, JHEP 11 
(2012) 024] この結果について佐藤は多くの 
国際会議での招待講演を行った。 
(2) (1)の結果を拡張し、伊藤,佐藤はグル
ーオンの運動量が平面からはずれた場合に
相当する AdS4反ド・ジッター空間中の極小曲
面に対応する remainder 関数をレベル４の
HSG 模型 SU(n-4)4/U(1)n-5 の可積分摂動と熱
力学的ベーテ仮説方程式の方法で評価を行
うことに成功した。特に HSG の可積分摂動と
高階スピン W代数を対称性にもつ minimal 模
型の共形摂動の関係を明らかにし、6 点およ
び 7点振幅に対応する remainder 関数の解析

的展開を行った。その支配的な補正項を計算
し、6 点振幅の場合の摂動的な 2 ループ公式
との比較を行い両者が AdS3 の場合と同様に
近い値をもつことを見いだした。 
[Hatsuda-Ito-Satoh, JHEP 2 (2013) 067] 
 
(3) 伊藤と佐藤は、(2)の結果を拡張し, グ
ルーオンの運動量が一般の配位である, ４
次元空間に含まれる場合の強結合散乱振幅
を AdS_5 反ド・ジッター時空中の極小局面か
ら解析した。これは、ODE/IM 対応と呼ばれる
常微分方程式の漸近解の接続問題(Stokes 現
象)と可積分模型に現れる関数関係式の対応
の研究から現れた、量子ロンスキアンと呼ば
れる新方法を用いた新しい評価である。
[Hatsuda-Ito-Satoh-Suzuki, 論文準備中] 
これに関連して、伊藤は、これまで現象論的
にしか見られなかった ODE/IM 対応における
ODE の構成をアフィンリー代数に基づく戸田
方程式の観点から初めて系統的に分類する
こ と に 成 功 し た 。 [Ito-Locke, ODE/IM 
correspondence and modified affine Toda 
equations 投稿中] これは今後ゲージ重力
対応の可積分性の理解に新しい方向性をも
たらすと期待される。 
 
(4)オメガ背景場における超対称ゲージ理論
は可積分構造をもち、その真空構造が量子ス
ピン系等の可積分模型と対応していること
が知られている。しかしその対応が成立する
原理はまだ不明である。伊藤は、N=4 超対称
ゲージ理論のオメガ背景場における変形を
考え、その理論が保つ超対称性を分類した。
その結果、N=4 位相的ゲージ理論の保つ対称
性がオフシェルでも保たれることを示した。 
またオメガ背景場における変形モノポール
解を求めた。 
 
(5)酒井はゲージ理論・弦理論の強結合領域
における物理を可積分性を利用して定量的
に解析する研究の一環として, M 理論におけ
る可積分性及び 6次元の E弦理論における可
積分性の研究を行った。 
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