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研究成果の概要（和文）：本研究の成果は二つに大別される。一つは、量子力学と熱力学の構造的類似性・相違性に基
づき、Carnotサイクルの量子力学的類似物を構築し、その種々の物理的性質を明らかにしたことである。もう一つは、
非ユニタリー完全正値演算を用いて熱力学的プロセスを記述し、Clausiusの不等式が破れ得る可能性に対して新しい視
点を見出したことである。

研究成果の概要（英文）：The results obtained in this research project are classified into two categories. 
One was to clarify the physical properties of the quantum-mechanical analog of the Carnot cycle constructe
d based on the structural similarity/dissimilarity between quantum mechanics and thermodynamics. The other
 was to find a new case in which the Clausius inequality may be challenged, by describing thermodynamic pr
ocesses in terms of non-unitary completely-positive quantum operations.

研究分野：

科研費の分科・細目：

数物系科学

キーワード： 量子熱力学　正値演算子値測度

物理学、数理物理・物性基礎



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
 当初、報告者は、混合状態の分離可能性に
関連して、量子ビットの Werner 状態について
研究を完成した段階にあった。その際、Werner
状態が射影 Hamilton 演算子に付随する有限
温度状態であること、更にこの状態はゼロ温
度から unital な正値演算子値測度をなす非ユ
ニタリーな量子演算によって生成出来るこ
とを見出した。この演算を繰り返し作用させ
ると、ゼロ温度での純粋基底状態が無限温度
の完全ランダム状態に不可逆に変換される。
すなわち、「加熱演算」という意味をもつ。
ただし、途中の状態は一般に非平衡状態であ
る。 
 当初はまた、量子力学と熱力学との間の構
造的類似性と相違性についての研究も進ん
でいた。これは、Hamilton 演算子の期待値
を内部エネルギーに対応させた場合、形式的
に熱力学第一法則に類似の関係式が得られ
る事実に基づく。このことから、熱量と仕事
の類似物が同定される。当時までに明らかに
なっていたことの一つは、熱量の量子力学的
類似物と純粋量子状態のエネルギー基底に
関する Shannon の情報エントロピーとの間
に、敢えて Clausius 等式の類似物を課すこ
とによって、あたかも真の熱統計力学が構成
されるように見えることであった。この発展
によって、例えば Carnot エンジンの量子力
学的類似物の構成法やその物理的性質の解
明に必要な概念なども明らかになりつつあ
った。 
 これら二つの状況が、量子熱力学に対する
新しいアプローチを展開し発展させる動機
となった。 
 
 
２．研究の目的 
 
当初の目的は、二つに大別された。 
 
(1) 量子力学と熱力学との間の構造的類似性
と相違性についての研究を一層進め、Carnot
サイクルの量子力学的類似物の物理的性質
を高いレベルで明らかにすること（例えば、
ポテンシャル依存性や効率に対する一般的
表式を導出することなど）であった。 
 
(2) 系の密度行列に正値演算子値測度を成す
種々の非ユニタリーな完全正値量子演算を
作用させることによって種々の熱力学的プ
ロセスをオペレーショナルに表現すること
であった。ここでは、これまで文献上で度々
指摘されてきた「量子熱力学における第二法
則の破れ」の可能性を吟味することが重要な
目的であった。 
 
 
３．研究の方法 
 

上述の二つの目的に対して採用した方法は
互いに異なる。 
 
(1) 量子力学と熱力学との間の構造的類似性
と相違性については、物理的 Carnot サイク
ル の 等 温 過 程 及 び 断 熱 過 程 を 、 系 の
Hamilton 演算子の期待値を保ちつつポテン
シャルのパラメータ（幅など）を変化させつ
つ基底状態と励起状態との間の連続的推移
を実現すること及び量子状態を変化させず
にパラメータを変化させることにそれぞれ
対応させて、サイクルを実現させた。このサ
イクルから実際に仕事を取り出せることが
分かる。なお、すべてのプロセスは典型的な
動力学的時間スケールに較べてゆっくりで
なければならないが、この要請は、仕事がと
り出せるとしても、実際に興味ある「出力」
は一般に極めて小さくなる。この点を改善す
るために、いわゆる有限時間熱力学の方法を
吟味する必要があった。 
 
(2) 非ユニタリーな完全正値量子演算によっ
て熱力学的プロセスを表現する研究に関し
ては、量子ビットの Werner 状態に関連して構
成された unital な正値演算子値測度を成す量
子演算を任意の量子系の場合に対して拡張
する必要があった。また、ゼロ温度での純粋
基底状態を有限温度のカノニカル密度行列
に写像する演算は一般に一意的ではない。こ
の任意性はそれぞれの演算の物理的性質の
相違によって解消される。この目的のため、
演算の繰り返し作用の下での von Neumann
エントロピーの振る舞いに注目した。このこ
とは、unital 性をもつ演算ともたない演算を
明白に区別する。 
 
 
４．研究成果 
 
(1)「量子力学と熱力学との間の構造的類似性
と相違性」についての研究成果： 
 
①量子力学と熱力学との間の構造的類似性
と相違性についての研究を進めるために、有
限時間熱力学に関連する新しい方法を提出
した。この方法に基づき、最大出力という条
件の下での Carnot サイクルの量子力学的類
似物の効率を求めた。単純な一次元無限井戸
ポテンシャルを用いた場合、効率の値が
1−1 / [4 cos2 (2π / 9)] = 0.57397...という（系に
含まれるいかなるパラメータにも依存しな
いという意味で）普遍的な値になることを見
出した。 
 
②Carnot サイクルの量子力学的類似物は純
粋状態にありコヒーレンスをもつため、重ね
合わせの原理を適用することが出来る。そこ
で、単純な二状態モデルにおいて、等温過程
と断熱過程の類似物の境界の状態が二状態
の重ね合わせで与えられる場合を研究した。



その結果、重ね合わせの効果によって、サイ
クルの効率を上げることが出来ることが分
かった。 
 
③Carnot サイクルの量子力学的類似物につ
いての研究は、これまで主に単純な一次元無
限井戸ポテンシャルを用いて行われて来た。
これらの研究を究極的に一般化すべく、任意
の閉じ込めポテンシャルを考察し、効率に対
する一般的な表式を導いた。この表式は、効
率がエネルギースペクトルの構造に如何に
依存するかを示している。古典的 Carnot サ
イクルの重要な性質の一つは、最大値である
効率が作業物質によらない点であるが、この
スペクトル依存性は作業物質の類似物であ
る閉じ込めポテンシャルに対する依存性意
味する。すなわち、Carnot サイクルの量子
力学的類似物は不変性をもたない。これは、
純粋状態量子力学では von Neumann エント
ロピーが恒等的ゼロであるため熱力学第二
法則が存在しないことによる。 
 
 
(2)「非ユニタリーな完全正値量子演算による
熱力学的プロセスのオペレーショナルな表
現」についての研究成果： 
 
①ゼロ温度での純粋基底状態を有限温度の
混合したカノニカル密度行列に写像する非
ユニタリーで unital 性をもつ量子演算を、一
般的な離散系に対して構成した。この演算を
熱平衡状態のカノニカル密度行列に作用さ
せて、von Neumann エントロピーと熱量が
どのように変化するかを調べた。その結果、
Clausius の不等式が破れ得る状況が存在す
ることが分かった。破れの大きさがエネルギ
ー準位の幅に従って増大することを見いだ
した。この一般的な結果を、簡単なスピン-1/2
の二粒子系の場合について具体的に調べ、確
認した。 
 
②量子熱力学においては、仕事は系の
Hamilton 演算子の変化（ポテンシャルの変
形や外場の変化など）の密度行列に関する期
待値で与えられる。この変化は物理量の全微
分という形をしていないため、一般に有限の
変化量はプロセスに依存することは周知の
とおりである。このことは、仕事をゲージ場
として取り扱い得る可能性を示している。こ
のような視点から、「仕事ゲージ場」という
ものを導入し、それをオペレーショナル且つ
幾何学的にコントロールすることによって、
如何に有効に仕事を取り出せるかを議論し
た。 
 
③ゼロ温度での純粋基底状態を有限温度の
混合したカノニカル密度行列に写像する非
ユニタリー量子演算は、一意的ではない。ご
く最近、本研究で主要な役割をする unital
な 正 値演算 子 値測度 を なす演 算 と 、

Takahashi-Umezawa の Thermofield 
Dynamics で導入されたユニタリーな
Bogoliubov 変換の部分トレースで与えられ
る非ユニタリー非 unital 完全正値量子演算
の比較研究を行った。その結果、unital 性を
もつ前者とは対照的に、後者の繰り返し作用
により von Neumann エントロピーが減少し
得ることが分かった。 
 
④上述③の Thermofield Dynamics で導入さ
れたユニタリーな Bogoliubov 変換は、二モ
ード光子のスクイーズ状態の生成に関連す
る変換と等価である。やはりごく最近、報告
者はこのユニタリー変換の部分トレースで
生成される非ユニタリー完全正値量子演算
の Sudarshan-Glauber 型相空間表示を研究
した。その結果、演算が積分変換で与えられ、
更に積分核が並進対称性をもつことが分か
った。すなわち、積分変換は合成積型であり、
従って逆変換可能であることが結論された。 
（e-print arXiv:1403.0863 参照。） 
 
 
(3) その他の研究成果：本研究期間内に、課
題とは必ずしも直結はしない研究も展開す
る機会もあった。それらは以下のとおりであ
る。 
 
①一般化された統計力学では、「エスコート
分布」という確率分布がしばしば用いられる。
これを用いた期待値の定義の拡張が安定性
に関する困難をもつことを、以前の研究で示
した。この問題を完全に拡張して、そのよう
な一般化された期待値が安定であるための
必要十分条件を見出した。 
 
②与えられた Hamilton 演算子について、そ
れを対角化し、固有値と固有状態ベクトルを
決定することは、実際には非自明な問題であ
る。Wegner によって開発されたフロー方程
式の方法は、この問題に対して強力な手段を
与える。報告者達は、フロー方程式で生成さ
れる状態ベクトルの軌道が、緩い条件の下で、
射影 Hilbert 空間の部分多様体中の測地線に
なることを証明した。調和振動子とスピンの
場合はそれぞれ Lobachevsky 空間と球上の
測地線となる。一方、原子と光の相互作用を
記述する Jaynes-Cummingsモデルに関連す
る空間は既知のものではない新しい空間と
思われる。 
 
③非整数運動学における一般化された
Fokker-Planck 方程式の解を求めることは、
自明な例を除いて、極めて困難である。この
問題に関して、近似的な解析解を求めるべく、
補助場形式の方法を用いて変分原理を定式
化した。分布関数に対する Lévy Ansatz とい
う概念を提出した。周期的なドリフト項の場
合に対して解析解を求め、異常拡散の問題を
議論した。 



④複雑系の多くは、複数の時間スケールをも
つ複数のダイナミクスの階層によって支配
される。この最も単純な場合として、ゆっく
り揺らぐ温度をもつ媒質中の Brown 粒子の
問題を研究した。Wiener 過程に対応する
Fokker-Planck方程式の定常解が局所平衡条
件を満たすための条件を明らかにした。その
際、Born-Oppenheimer の断熱近似と類推的
に、遅い自由度のダイナミクスが速い自由度
の変数に依存しない、ということを要請した
が、これによって階層的ダイナミクスをあら
わに表現された。また、所謂 superstatistics
と呼ばれる理論の概念的困難についても考
察した。 
 
⑤過去 10 年にわたって取り組んで来た「複
雑系科学からみた地震活動」に関連において、
二つの成果を得た。一つは、報告者が共同研
究者と提出した地震の複雑ネットワークと
いう概念が、地震活動を支配する未知のダイ
ナミクスの複雑さを表現する方法として最
も成功している根拠が、事象時間という内部
時間の待ち時間に関して地域に依存しない
普遍的な法則性をもつという新しい事実に
由来することが明らかになったことである。
これによって、本報告者の研究以降に提出さ
れた他の方法が何故普遍的な性質を示せな
いのかが解明された。もう一つの成果は、や
はり地震の複雑ネットワークに関連し、その
コミュニティ構造の時間発展についてのも
のである。地震ネットワークのモジュラリテ
ィ指数の変化を時間的に追跡することによ
って、大規模地震によってネットワークのコ
ミュニティ構造が消されることを見出した。 
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