
科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

２４５０６

基盤研究(C)

2014～2011

非整数階微積分の工学応用

Engineering Application of Fractional Calculus

６０３４４２２２研究者番号：

黒田　雅治（KURODA, Masaharu）

兵庫県立大学・大学院工学研究科・教授

研究期間：

２３５６００７６

平成 年 月 日現在２７   ６   ９

円     4,200,000

研究成果の概要（和文）：通常は整数である微積分の階数を非整数に拡張した非整数階微積分を振動制御工学に応用し
た。非整数階微積分の定義式を離散化したアルゴリズムをディジタル信号処理器にダウンロードして、１つのセンサか
らの信号を非整数階微積分するシステムを構築した。また、複数の変位・速度センサからの信号を線形結合して非整数
階微積分応答に変換する手法も考案した。非整数階PID制御を用いて、柔軟な片持ち梁の振動制御実験を行なった。従
来のPID制御と比較して、同等の制御性能を達成しながら、パラメータ変動に対するロバスト安定性に優れることを明
らかにした。

研究成果の概要（英文）：Fractional calculus in which the order of the differentiation/integration is 
expanded to a non-integer value is applied to vibration control engineering. First, the definition of the 
fractional differentiation/integration is discretized. Then its algorithm is downloaded to a digital 
signal processor (DSP). The output signal from one sensor can be differentiated/integrated to a 
fractional order with the DSP. Furthermore, a technique is developed by which a linear combination of the 
output signals from multiple displacement and velocity sensors is converted into a fractional 
differentiation/integration response. Finally, vibration control experiments of a flexible cantilevered 
beam are conducted using fractional PID feedback control. In contrast to conventional PID feedback 
control, the fractional PID feedback control can achieve not only the equivalent vibration-suppression 
effect, but also better robust stability against parameter variation.

研究分野： 機械力学・計測制御

キーワード： 微積分　振動　制御　PID制御　柔軟構造物　ロバスト性
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１．研究開始当初の背景 
高校で微積分を学習して以来、１階積分や

２階微分と言った整数階の微分や積分につ
いては皆慣れ親しんできた。フラクショナ
ル・カリキュラス（非整数階微積分）とは、
整数階の積分と微分とを非整数階に拡張し
たものであり、微積分学の創立者の 1 人ライ
プニッツにまでそのアイディアの起源を遡
ることができ、約３００年の歴史を有する。
数学的には完成の域に達しているものの、応
用、特に工学的応用は少なかった。 
 しかし、特にここ２０～３０年の間に工学
的応用についても熱心に研究されるように
なった。現在では、工学的応用を目指して、
非整数階微積分と制御理論との関連を扱っ
た論文が非常に多く登場している。非整数階
微積分で記述される運動方程式は、従来の運
動方程式よりもよりずっと広い領域のダイ
ナミクスを表現でき、制御工学においては、
ラプラス変換の変数 s の整数冪の多項式の分
数形で記述される従来の伝達関数を用いて
は実現できない制御則が実現できる。 
理論的な研究は大いに進展している。しか

し、実験的な研究の数は多いとは言えない。 
 
２．研究の目的 
非整数階微積分によって記述されるダイ

ナミクスを制御工学に導入し、その制御性能
について片持ち梁の振動制御問題を対象に
解明する。最も簡素な機械構造物の例である
柔軟なカンチレバーを対象として、非整数階
微分応答が測定できるか否か、振動制御に応
用できるか否か、全て実験にて検証する。 
 
３．研究の方法 
機械構造物のある点での動的応答の非整

数階微分・積分を得るには、特殊なアナログ
電子回路デバイスなどの実装技法が要求さ
れるため、技術的困難を惹起する。 
本研究では、非整数階微積分の定義式を離

散化した近似式に基づいて設計されたデジ
タル・フィルタを用いてセンサからの出力信
号を非整数階微分する方法、および、構造物
のある点での非整数階微分応答をその構造
物上の複数の点における変位信号と速度信
号の線形結合から構成する方法を用いて、こ
の困難を乗り越える。そのため、従来の変位
センサ、速度センサ、加速度センサを用意す
れば事足りる。 
 
４．研究成果 
(1)制御対象と制御系 
 その支持部において変位加振される片持
ち梁を振動制御の対象とする。図１は実験装
置の概略図である。薄肉の梁が片持ち梁状に
支持されており、その支持部が動電型加振器
で変位加振されている。制御系は、レーザ変
位計をセンサ、圧電素子をアクチュエータ、
ディジタル信号処理器（DSP）を制御器とし
て構成されている。 

 
図１：実験装置概形図 

 
(2)１センサ法 
 非整数階微分の複数の定義にはリーマ
ン・リューヴィルの定義やカプートの定義な
ども含まれるが、実験で取得したサンプリン
グされた時刻歴データをそのまま使い易い
ので、本論文ではグリュンバルト・レトニコ
フの定義を用いる。 
 グリュンバルト・レトニコフの微分法は、
整数階の微分を実数階の微分に拡張した定
義である。式(1)はグリュンバルト・レトニ
コフの定義を表している。 
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 ここで、D は微分演算子、q は非整数の微分
階数を表している。式(1)は、関数 fが n 階微
分可能という条件の下、式(2)に変わる。 
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 式(2)を工学的に取り扱うために、時間 t
を離散化する。式(2)は、n=1、0<q<1 の条件
の下、T=t-a さらに a=0 とおいて、以下の通
り離散化される。 

 










 




 




 1

1
0 )(

)0(1
)2(

)(
N

j
q

qq
q
t

G

N
jT

tf
N

fq
q

NT
tfD

   












  qq jj
N

Tj
tf 11)1()

)1(
(  (3) 

式(3)に示された非整数階微分の数値計算方
法は L1 アルゴリズムと呼ばれる。L1 アルゴ
リズムに基づいて設計したSimulinkモデルを
DSP にダウンロードし、実験で得られたセン
サからの出力信号に対して非整数階微分が
実行される。 
 
(3)複数センサ法 
 片持ち梁を対象に、梁のたわみの非整数階
微分応答を複数個所での変位・速度情報の測
定結果の線形結合として算出する手法につ
いて説明する。 

レーザ変位計 

フィードバック制御 

ピエゾアクチュエータ 

動電型加振器 

変位加振 



 強制加振される片持ち梁の運動方程式を、
非整数階、ここでは例として 1/2 階微分の微
分方程式へと拡張したのが次式である。 

)(~)(~~
)(~2/1 tttD gτAτ               (4) 

ただし、A~ 、 )(~ tτ 、 )(~ tg は、それぞれ、拡
張されたシステム行列、拡張された時間関
数、拡張された外力を示している。 
式(1)で表される系の応答は次式で記述
できる。 

)(
~

)(~ tt ηΦτ                        (5) 
ただし、Φ~ 、 )(tη は、それぞれ、系の固有モー
ドを並べた行列、モード座標である。ただし、
得られた固有モードの内、リーマン面の主値
平面上に存在する固有値、つまり正の実部を
有する固有値に対応する固有モードのみを
Φ~ の成分として選ぶことにする。 
 ここで、次のような２つのベクトルを定義
する。 
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すると、以下の関係が成立する。 

 )()( tt AA ηΦτ  , )()( tt BB ηΦτ        (7) 

ただし、 AΦ は )(tAτ に関連したΦ~ の行を抽
出して作り出した小行列であり、一方、 BΦ は

)(tBτ に関連したΦ~ の行を抽出して作り出
した小行列である。 
すると、 )(tAτ 、 )(tBτ を用いてセンサ位

置 1x ， 2x での片持ち梁のたわみ 1y ， 2y とそ
の時間微分は次式で表せる。 

AA Yτy  , BB Yτy           (8) 

ただし、 
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であり、ここで
iYは片持ち梁の i 次のモード

関数である。式(7)、(8)、（9）より、最終的
に次式を得る。 

AAAB ΨyyYΦYΦyB   11      (10) 

Ψに含まれる成分は全て実数であり、上式よ
り左辺の非整数階微分応答は、片持ち梁上の
複数の位置における変位と速度の線形結合
で表されることが分かる。 
 非整数階微分の定義式から理論的に導出
した応答と比較して、複数センサ法によって
求めた応答の振幅と位相差をボード線図と
して表現する。なお、センサの設置位置は自

由端と梁中央部とした。 
 

 
 

図２：センサ位置による振幅誤差と位相誤差
の加振周波数変化 

 
 図２では、定義式から理論的に導出した応
答波形と複数センサ法によって求めた応答
波形の間の振幅比と位相差をプロットして
ある。つまり、振幅比が１に近いほど、位相
差が０°に近いほど、２つの応答波形は類似
した波形であることを示している。図中、中
央のセンサ位置を 0.3L、0.5L、0.7L（L は片
持ち梁の長さ）と変更した結果を示している。 
提案手法で得られた非整数階微分応答は、

加振外力の周波数に依存して測定精度が大
きく変化し、センサ位置によってボード線図
は大きく異なる。センサ位置を調整すること
で、工学的に有効な精度に収まる加振周波数
範囲を拡張することができる。 
 
(4)実験 
 実験に用いたアルミニウム合金（A5052）
製の片持ち梁の諸元は、長さ285mm、幅20mm、
厚さ 0.60mm で、重さは約 9.2g である。実
験では、この片持ち梁の 1次の共振ピークは
5.22Hz、2次の共振ピークは 26.8Hz、3次の
共振ピークは 82.5Hz であった。まず、この
片持ち梁を、外乱を加える動電型加振器に取
り付ける。変位出力をレーザ変位計を用いて
計測する。つぎに、その変位信号を、L1 アル
ゴリズムがインストールされた制御器に送
る。L1 アルゴリズムは、MATLAB、Simulink、
Real Time Workshop といったソフトウェアを
用いてプログラムされている。制御器は、202
タップのFIRフィルタとしてDSPを用いて実
現されている。サンプリング周波数は 1kHz
に設定されている。このようにして信号は非
整数階に微分される。最後に、圧電素子アク
チュエータが、非整数階微分された応答信号
によって駆動され、片持ち梁の振動をフィー
ドバック制御する。非整数階微分応答を用い
た PD フィードバック制御を f-PD フィード
バック制御と略記し、従来の PD フィード
バック制御と区別する。 



 

(a) q=0.5 

 

(b) q=0.6 

 

(c) q=0.7 

 

(d) q=0.8 

 

(e) q=0.9 

 
図３：非整数階微分階数 q の違いによる

インパルス応答の変化（実験） 
 
 図３は、異なる非整数階微分階数 q の f-PD
フィードバックを用いたインパルス応答の
実験結果である。非整数階微分階数は 0.5 か
ら 0.9まで 0.1刻みである。実験では、フィー
ドバックゲイン KP と KDは、それぞれ 1.0 と
1.0 に設定した。 
 

 

(a) Open loop 

 

(b) PD feedback (KP=1.0, KD=0.15) 

 

(c) f-PD feedback (KP=1.0, KD=1.0) 

 
図４：非制御時、PD 制御時、f-PD 制御時の

インパルス応答（実験） 
 
 図４は、非制御時、PD フィードバック制
御時、f-PD フィードバック制御時のインパル
ス応答の実験結果である。PD フィードバッ
クにおいて、できるだけ効率の良い振動抑制
を達成するため、変位フィードバックゲイン
KP と速度フィードバックゲイン KD は試行錯
誤で決定した。f-PD フィードバックにおいて
は、フィードバックゲイン KP と KDは、f-PD



フィードバックが PD フィードバックと同等
の振動抑制効果を持つように、試行錯誤で求
めた。非整数階微分階数 q は 0.7 に選んだ。 
 

 

(a) PD feedback (KP=1.0, KD=0.15, mass=4.0 g) 

 

(b) f-PD feedback (KP=1.0, KD=1.0, mass=4.0 g) 

 

(c) f-PD feedback (KP=1.0, KD=1.0, mass=38.0 

g) 

 
図５：質量を付加したときの PD 制御時と

f-PD 制御時のインパルス応答（実験） 
 
 図５も、PD フィードバックと f-PD フィー
ドバックによるインパルス応答の実験結果
を示している。この場合、制御中およそ 22
秒の時に質量が片持ち梁先端に付加される。 
 
(5)考察 
 図３は、f-PD フィードバックの場合におけ
るインパルス応答の非整数階微分階数に対
する依存性を示しており、図４は、インパル
ス応答に現れる PD フィードバックと f-PD
フィードバックのノミナル制御性能を示し
ており、そして図５は、PD フィードバック
と f-PD フィードバックの質量付加に対する
ロバスト安定性を示している。 

① インパルス応答（f-PD で q=0.5, 0.6, 0.7, 
0.8, 0.9） 

 図３から、非整数階微分階数に依存して、
インパルス応答に現れる差異の種類は容易
にわかる。q=0.5 の場合、振動抑制効果はそ
の他の場合に比べて悪い。しかし、q が 0.6, 
0.7, 0.8, 0.9 の場合は、振動抑制効果にお
いて特に重要な相違は見いだせない。それゆ
え、その中から代表として q=0.7 を選択する
ことも可能だろう。 
② インパルス応答（PD 対 q=0.7 の f-PD） 
 図４において、フィードバックゲインは、
同等の振動抑制効果を与えるものを実験的
に決めることができる。PD フィードバック
においては、KP=1.0 で KD=0.15 であり、f-PD
フィードバックにおいては、KP=1.0 で
KD=1.0である。ノミナル制御性能において、
PD フィードバックと f-PD フィードバックの
どちらが優れているかを決定するのは難し
い。 
③ 片持ち梁の質量におけるパラメータ変動 
 図５において、PD フィードバックにおい
ては、フィードバックゲイン KP と KDは、そ
れぞれ、1.0 と 0.15 に設定した。f-PD フィー
ドバックにおいては、フィードバックゲイン
KP と KD は、それぞれ、1.0 と 1.0 に設定し
た。インパルス入力の後、残留振動が消滅し
た時、PD フィードバックと f-PD フィード
バックのそれぞれが、パラメータ変動がない
場合には安定であることが証明される。そし
て、その後に質量が片持ち梁の先端に付加さ
れる。たった 4g の質量（片持ち梁の質量の
43.5%）が付加されても、PD フィードバック
は不安定に転じ、振動は発散する。対照的に、
38g（片持ち梁の質量の 413.0%）もの質量が
付加されても、f-PD フィードバックは不安定
化することはなく、振動は収束する。f-PD
フィードバックは PD フィードバックよりも
ロバスト安定性に関して優れている。 
 上記の結果によれば、PD フィードバック
と同等のノミナル制御性能を有する f-PD
フィードバック制御系を構築できたと理解
できる。さらに、f-PD フィードバックは、質
量を片持ち梁に付加するというパラメータ
変動に対して、PD フィードバックよりもロ
バスト安定性の意味で優れている。結果とし
て、f-PD フィードバックが PD フィードバッ
クと同じ振動制御効果を有するという条件
下で、従来の PD フィードバック制御ではな
く、非整数階微分に基づく PD フィードバッ
ク制御を適用することは工学的に重要であ
ると結論できる。 
 
(6)結言 
 非整数階微分を振動制御分野に応用した。
f-PD フィードバック制御を用いて柔軟片持
ち梁の振動制御実験が実行された。その結果、
従来の PD フィードバックと同じノミナル制
御性能を有する f-PD フィードバック制御系
を実験的に構築できた。さらに、質量付加実



験を通じて、パラメータ変動に対するロバス
ト安定性の意味で、f-PD フィードバックが従
来の PD フィードバックよりも優れているこ
とを実験的に証明した。 
 将来課題としては、複数センサ法における、
使用センサ数とセンサ配置の同時最適化、非
整数階微分階数とフィードバックゲインの
同時最適化とともに、f-PID フィードバック
制御のロバスト性に関する理論解析が挙げ
られる。 
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