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研究成果の概要（和文）：本研究では，まず，アーム型倒立振子を対象とし，二乗和多項式(SOS)に基づくゲインスケ
ジューリング(GS)制御の性能が，状態依存リカッチ方程式(SDRE)法と比較して良好であることを示した．つぎに，パラ
メータ変動領域を箱型ではなく，スーパー楕円や二次曲線で囲まれた領域に選ぶことにより，SOSを利用したGS制御系
設計の保守性が軽減できることを示した．また，パラメータの適切な変動領域を設定するために，ディスクリプタ非多
項式システムの吸収領域解析を行うことを検討した．最後に，差分進化(DE)を利用し，簡単な形式のGSコントローラを
設計することを提案した． 

研究成果の概要（英文）：Firstly, we confirmed that our proposed GS (gain scheduling) control based on SOS 
(sum of squares) had good performance compared with the SDRE (state-dependent Riccati equation) method thr
ough some experiments applied to an ADIP (arm driven inverted pendulum). Secondly, we investigated a GS co
ntrol system design whose parameter variation region is not a box but a superellipse or two quadratic curv
es. As a result, performance improvements were illustrated by non-box regions. Thirdly, we investigated th
e computational methods of estimating the DA (domain of attraction) for the descriptor non-polynomial syst
em. Finally, the DE (Differential Evolution) method were used to get an approximate solution of the nonlin
ear optimal regulator problem. In proposed method based on the DE, we could design a simple GS controller.
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 

 パラメータ依存線形行列不等式 (PDLMI: 

Parameter Dependent Linear Matrix 

Inequality) の保守性の低い数値解を得るこ
とを目的として，行列拡大による方法，SOS 

による方法，確率的な方法など，これまで
様々な研究が行われてきた． 

 冗長なディスクリプタ表現や伸張型 LMI

などを利用した「行列拡大による方法」では，
補助変数を導入して PDLMI のサイズを拡
大することで，PDLMI における多項式の次
数を低く抑えることができるという利点が
ある．しかし，有限個の LMI に帰着させる
限り，数値解の保守性の低減には限界がある．
また，計算量の軽減という観点から，SDP（半
正定値計画問題）の決定変数の中から不必要
な（あるいは重要度の低い）補助変数を削減
することが望ましい． 

 一方，「二乗和 (SOS: sum of squares) に
よる方法」では，元の標準的な PDLMI を
SOS 多項式による表現で記述することで，
保守性の低い数値解を得ることを目指して
いる．この方法は，有限個の LMI に帰着す
る必要がなく，数値解の保守性を低減させる
ための突破口となることが期待されている．
しかし，標準的な PDLMI が高次の多項式で
あるため，SOS 多項式の次数を大きく選ば
ざるを得ず，決定変数の数が増大し，計算量
の増大に起因する数値的な不安定さをもた
らすという欠点がある． 

 また，計算量の問題のため，従来の先行研
究では，SOS による方法の有効性を簡単な
数値例のみで検証することが多い．わずかに，
検討されている実システムへの応用例で扱
われているのは，単一の設計仕様であり，比
較的，計算量が少ない例である． 

 

２．研究の目的 

近年，非線形システムに対する制御性能の
向上を目指し，PDLMI に基づくゲインスケ
ジューリング (GS: Gain Scheduleing) 制御
が注目されている．しかし，状態空間表現に
基づく標準的な多項式型 PDLMI は高次に
なるため，パラメータの端点条件（有限個の
LMI）に帰着することにより得られる数値解
は，厳密解とのギャップ（保守性）が大きい
ものとなる．本研究では，この問題に対処す
るため，「行列拡大による方法」と「SOS に
よる方法」の利点を融合することで，PDLMI 

に基づく新しい実用的な GS 制御系設計法
を確立することを目的としている．また，倒
立振子に代表される不安定かつ非線形な劣
駆動システムへ応用した実機実験により，そ
の実用性を検証する． 

 

３．研究の方法 

(1) SOS による GS 制御系設計法と SDRE

法との比較 

図 1 に示すアーム型倒立振子は，鉛直面を
回転するアームを駆動することにより，その

先端に取り付けられた振子の倒立を維持さ
せることを目的とした実験装置である．アー
ムが水平状態に近づくにつれ，アームから振
子に伝達されるトルクが非線形的に小さく
なり，倒立を維持したままアームを大きな目
標角度に追従させることは困難である．その
ため，線形制御理論での制御性能は，設計さ
れた平衡点近傍に限定される． 

本研究では，システムの固有値をある領域
に拘束したうえで線形二次形式の評価関数
を最小化する問題を考え，SOS に基づいて 

PDLMI の数値解を得る方法により GS 制御
系設計を行うことを検討する．提案法の有効
性は，最適レギュレータおよび，状態依存リ
カッチ方程式をリアルタイムで解く SDRE 

(State Dependent Riccati Equation) 法と比
較した実機実験により検証する． 
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図 1 アーム型倒立振子 

 

(2) パラメータ変動領域を工夫した SOS に
よる GS 制御系設計 

 従来の GS 制御系設計法の多くは，設計仕
様を満足させるための条件を多項式型の
PDLMI で表す．そのうえで，PDLMI のパ
ラメータ変動を凸多面体で囲み，その頂点を
考えた有限個の LMI に帰着する．しかし，
この方法では，PDLMI の次数が高い場合，
PDLMI と有限個の LMI との実行可能領域
のギャップが大きく，非常に保守的な結果し
か得ることができない． 

 一方，近年，行列値の SOS に基づく GS 制
御系設計が注目されている．この方法では，
考慮するパラメータ変動領域を多項式で表
し，PDLMI を満足する数値解を求める．既
存の研究では，複数の変動パラメータがある
場合や，変動パラメータとその時間微分を考
慮する必要がある場合，変動領域を箱型に選
ぶことが多かった．しかし，実際のパラメー
タの軌跡との整合性を考えると，変動領域を
箱型ではなく曲線で構成した方が自然であ
る場合も少なくない． 



本研究では，図 1 に示すアーム型倒立振子
のサーボ制御を例として，スーパー楕円
（Lame 曲線）や 2 次曲線といった曲線を利
用したパラメータ変動領域を設定すること
で，箱型の変動領域を考えた場合と比べ，
PDLMI を解く際の保守性を軽減可能かど
うかを検討する． 

 

(3) ディスクリプタ形式を利用した LMI 最
適化による非多項式システムの吸収領域
の推定 

ディスクリプタ非多項式システムの吸収
領域解析を行うため，まず，状態方程式に含
まれる非多項式関数の級数展開を任意の次
数で近似し，近似誤差を表すパラメータを導
入する．つぎに，吸収領域に対して，パラメ
ータを含む近似関数値が取る範囲がもとの
非多項式関数値が取る範囲に含まれるよう
に，パラメータの上界と下界を決める．その
結果，ディスクリプタ非多項式システムは，
パラメータを含むディスクリプタ多項式シ
ステムに帰着される．このシステムに対して，
非対称なリアプノフ変数を用いた一般化リ
アプノフ関数を用いて，吸収領域解析を行う．
さらに，解析条件を零化多項式行列を用いた
行列多項式条件に変換する．以上を数値計算
によって評価する．すなわち，与えられたリ
アプノフ関数に対して，従来法による解析， 

ディスクリプタ形式による解析，行列多項式
条件による解析を行い，同等な解析性能をも
つことを示す． 

 
(4) 進化型計算による GS 制御系設計 

 PDLMI を数値的に解いて GS 制御系を設
計する方法は，指定した領域での制御性能を
保証することができるという利点がある．し
かし，PDLMI の保守性の低い解を得るため
には，解の構造を複雑にしなければならず，
その結果，実装すべきコントローラは複雑な
形式となる．そこで，このような厳密性を保
証しない代わりに，簡便な形式のコントロー
ラを進化型計算によって設計することを検
討する．また，図 1 に示すアーム型倒立振子
への応用例により PDLMI に基づく GS 制御
系設計法との性能比較を行う． 

 進化型計算に基づく設計では，有限時間で
の二次形式評価関数が最小になるような GS

コントローラのゲインを探索する．ゲインの
探索手法としては，メタヒューリスティクス
な探索法の一種である粒子群最適化 (PSO: 

Particle Swarm Optimization) および差分
進化 (DE: Differential Evolution) を利用す
る． 
 
４．研究成果 

(1) SOS による GS 制御系設計法と SDRE

法との比較 

 SOS による GS 制御系設計法では，標準的
な PDLMI を SOS 多項式行列を用いた形
式で表すことで，保守性の低い数値解を得る 

 

 

 

図 2 実験結果 

 

ことを目指している．この方法は有限個の
LMI 条件に帰着させることを必要としない
ので，PDLMI の数値解の保守性を低減させ
るための突破口となることが期待されてい
る．しかし，従来の研究では，実システムへ
応用した研究は極めて少なく，その有用性に
ついて十分に検証されているとはいえなか
った． 

 それに対し，本研究では，強い非線形性を
持つ図 1 のアーム型倒立振子に対して，SOS

による GS 制御系設計法の有用性を，実機実
験により検証し，さらに従来法との比較検証
を行った．従来法としては，線形制御理論で
代表的な最適レギュレータ (LQ) と，非線形
システムに対する実用的な設計法とされる
SDRE 法を考えた．実機実験を行った結果を
図 2 に示す．三者とも同一の二次形式評価関
数を用いているので，非線形性の影響が少な



い動作領域（アームの目標値が 30 deg）では，
ほぼ同じ時間応答となっている．しかし，ア
ームの目標値を 45, 60 degのように大きくす
るにつれ，最適レギュレータは時間応答の劣
化が大きく，60 deg では不安定となった．
それに対し，SDRE 法と SOS に基づく GS

制御では，非線形性の影響が大きい目標値が
60 deg の場合であっても安定性を維持する
ことができた．また，SOS に基づく GS 制御
は SDRE 法と比べ，オーバーシュートが小さ
な応答となった．これは，線形システムの極
に相当する固有値の領域を拘束したうえで
二次形式評価関数の最小化を考えているた
めであると考えられる． 

 

(2) パラメータ変動領域を工夫した SOS に
よる GS 制御系設計 

従来，SOS による GS 制御系設計では，シ
ステムの係数行列に含まれるパラメータの
変動領域を図 3のように箱型に設定していた．
しかし，実際に非線形シミュレーションした
ときのパラメータの軌道は図 4のようになり，
箱型は保守的な囲み方となっていることが
わかる． 

そこで，本研究では，図 1 に示すアーム型
倒立振子のサーボ制御を例として，パラメー
タ変動領域を，図 5 に示すスーパー楕円領域
や， 2 次曲線領域に設定することを提案した．
提案する変動領域を用いて，SOS による GS

制御系設計を行うと，H-infinity ノルムの上
限を小さくすることができ，保守性の低い結
果となった．また，図 6 に示す実機実験によ
り，既存結果（箱型領域）と比べて提案法（ス
ーパー楕円領域）が速応性のよい目標値追従
制御を実現可能であることを確認した． 

 

箱型領域

 

図 3 従来のパラメータ変動領域 

 

 

図 4 実際のパラメータ変動 

スーパー楕円領域

2 次曲線領域

 

図 5 様々なパラメータ変動領域の設定 

 

箱型領域

 

スーパー楕円領域

 

図 6 実験結果 

 

(3) ディスクリプタ形式を利用した LMI 最
適化による非多項式システムの吸収領
域の推定 

ディスクリプタ非多項式システムをパラ



メータを含むディスクリプタ多項式システ
ムに帰着できたことで，解析の見通しがよく
なった．つまり，一般化リアプノフ関数を用
いることで，パラメータを含むディスクリプ
タに対する吸収領域解析ができるようにな
った．数値例は，与えられたリアプノフ関数
に対して，従来法による解析，ディスクリプ
タ形式による解析，行列多項式条件による解
析を行い，同等な解析性能をもつことを示す
結果となった．さらに，零化多項式行列を導
入した行列多項式条件では，設計問題に対し
ても繰り返し計算などを導入することなく 
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図 7 DE と PSO の探索性能の比較 

 

 

図 9 DE により設計された GS 制御の実験
結果 

解決できる可能性を示すことができた． 

 

(4) 進化型計算による GS 制御系設計 

 本研究では，図 1 のアーム型倒立振子に対
し，線形最適レギュレータと同じ二次形式評
価関数を最小化する GS コントローラを設計
する，非線形最適制御問題を考えた．解析解
を求めることができない非線形最適制御問
題を数値的に解くために，代表的な目標値と
初期値を与え，有限時間での評価関数の値を
最小化するといった，問題設定の緩和を行っ
た．また，GS コントローラの線形ゲインは
最適レギュレータにより得られるゲインと
した．そして，GS コントローラの高次項の
ゲインの調整に，進化型計算である DE や
PSO を利用した．その結果，本研究で示し
た例では，DE による設計は PSO による設
計と比べて数値解の一意性や収束性の観点
から優位であり，実用的であった（図 7）．ま
た，図 8 より，設計された非線形コントロー
ラを用いて実機実験を行った結果，大きな目
標値に追従させることが可能であることを
確認した． 

 

(5) 研究成果に係わるソフトウェア環境とハ
ードウェア環境の発信 

 本研究で使用したソフトウェア環境やハ
ードウェアは，著書や学会誌の特集号で公表
した．また，これらと連動して，MATLAB

ソースコードをホームページ上に公開した． 

有効性検証のための実験装置としては，図
1 のアーム型倒立振子のほか，車輪型倒立振
子や二軸ヘリコプタを試作した．さらに，
LEGO MINDSTORMS で製作した回転型倒
立振子の利用についても検討し，著書などで
その利用方法について説明した． 
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