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研究成果の概要（和文）： 

 
非可換調和解析による隠れ手順抽出への道程として、非可換群を定義域とする信号の重要
な特徴をそのフーリエ展開から抽出する手法を次の通り示した。 (1) 二面体群上の信号の
周波数領域での取り扱いを計算量の少ない、畳み込み演算で行う手法。(2) ３次元回転群
上の関数の滑らかな成分が特定周波数成分に集中することを利用し、離散的なメッシュ上
で定義された信号をより細かいメッシュ上の関数に変換する際の補間法。(3) n 個の対象
の順列（置換）のなす群上の関数の特徴抽出として、その関数が 1, 2, ..., n という対象の
ラベルを貼り換えたときにどれだけの影響を受けるかを定量化する手法。 
 

研究成果の概要（英文）： 

 

As a step toward establishment of the way to extract a hidden procedure by using 

non-commutative harmonic analysis, this research presented several methods which 

extract some important features of signals defined over a non-commutative group from 

their Fourier expansion, such as: (1) A method which operates a given signal over a 

dihedral group in its frequency domain, by an efficient convolution (2) An interpolation 

method which transform the domain of a signal which is a discrete mesh in the 

3-dimensional rotation group into a more finer mesh, exploiting the concentration of the 

contribution from smooth component of the signal to certain components in the frequency 

domain (3) A method that provides a quantitative measure representing to what extent a 

function over the group of permutations of n objects is affected by the change of the labeling 

of objects by 1, 2, …, n. 
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１．研究開始当初の背景 

 

(1) 調和解析の工学的応用 

 

調和解析（フーリエ解析）は, 時間につれて

変動する関数を, 単純な振動を行う関数に分
解して理解する行為と捉えることができる. 

例えて言えば, 音の高さの異なる沢山の音叉
を用意しておき, それぞれの音叉の音の大き
さをうまく調整して同時に鳴らし, ある楽器
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の音色を再現することに相当する. その楽器
の振動, つまり時間 t による変位を )(tf と
し, 音叉は 1,,,,,,...,2,1,0 nk  の n 本あっ
て, それぞれ単位時間に 1,...,,...,2,1,0 nk
回振動するとする. k は周波数と呼ばれる. 

それぞれの音叉の音の大きさ（振幅）を 

)1(,),(,),2(),1(),0( nakaaaa  に 設
定したときに元の楽器の音 )(tf が再現でき
たとする. このとき, )(ka は信号 )(tf の周
波数 k における Fourier （フーリエ）係数
と呼ばれる. 調和解析は, 音声信号の解析や
加工のみならず, 画像信号の解析, 加工, 圧
縮にも広く応用されている. 計算機上で処理
を 行 う 際 に は , あ ら か じ め

1,,2,1,0  nt   といった離散的時刻にお
いて )(tf を取得しておき(このとき単位時間
は十分短くとる)それを離散フーリエ変換し
てフーリエ係数 )1,,0()(  nkka  を得
る. あるひとつの周波数 k における )(ka は

)(tf と周波数 k の複素指数関数の各 t にお
ける値の積和（内積とよぶ）であり, ある意
味で各時刻 1,,2,1,0  nt  の情報を平等
に 拾 っ て い る . こ れ を 各 周 波 数

1, . . . ,, . . . ,2,1,0 nk に対して計算することに
なる. その効率的計算のための高速フーリエ
変換と呼ばれる算法が広く知られている. 

 

(2) 学習・特徴抽出への調和解析応用 

 

計算機科学の分野において, 画像や音声とい
ったアナログ信号を離散化した信号とは全
く異なった対象に対して調和解析の応用が
研究されてきている. まず, 1990 年代の初
頭に Kushilevitz と Mansour が未知論理
関数の例題による教師付き学習に調和解析
が応用できることを示している. この問題設
定では, 関数 )(tf は論理関数である . つま
り, yes か no かの真理値をm 個入力すると
それらの AND, OR, NOT 演算を経て yes か
no が一つ出力される. ここで入力 t はもは
や整数時刻ではなく, }1,0{ のいずれかの値
をとる m 次元ベクトルである. 対応して周
波数 k も }1,0{ からなるm 次元ベクトルとな
る. )(tf の可能な入力は

m2 通りある. もし
この起こり得る

m2 通りの入力 t に対する
)(tf の値を全部知っていれば, 全

m2 個のフ
ーリエ係数 )(ka を得ることができる. さら
に, もしフーリエ係数を全部記録しておけば, 

)(tf の全ての t における値はフーリエ逆変
換により完全に再現できる. ここで彼らが示
したことは, もし )(tf がある意味で「易し
い」関数であれば, 

m2 よりもずっと少ない個
数の t に対する )(tf の抜き取り検査で , 

)(ka の定義式（内積）を良く近似する実験
積算値が計算でき, また限られた個数の k に
対する )(ka の近似値から, フーリエ逆変換
により, 任意の入力 t に対する )(tf の値を近

似できることである. 彼らはこのことを利用
し, 内部構成が未知である論理関数 )(tf の
限られた個数の入出力対を観察するのみで, 

)(tf の未知入力 t に対する出力を推定する
仕組み（すなわち, )(tf に対する教師付学習
の仕組み）を提案している. 計算機科学にお
ける別の方向の進展として , 2002 年に 

Gilbert, Guha, Indyk, Muthukrishnan, 

Strauss が疎フーリエ表現アルゴリズムを
提案している. この問題設定では, 時間 t と
周波数 k はふたたびいずれも 1,,2,1,0 n
の値をとり, 信号 )(tf は実数値あるは複素
数 値 を と る . 彼 ら は フ ー リ エ 係 数 , 

)1(,),(,),2(),1(),0( nakaaaa  の う
ち絶対値が大きいもの少数個を近似的に計
算することは, n よりもずっと少ない個数の
t に対する )(tf の抜き取り検査で達成でき
ることを示している. これは )(tf の重要な
特徴である主要フーリエ係数を効率的に抽
出できることを意味する. このアルゴリズム
は, 畳みこみ演算（工学的にはフィルタ処理
という）で )(tf のフーリエ係数を効率良く操
作できることを活用している. 疎フーリエ表
現アルゴリズムに対する改良がごく最近に
提案されている. 

 

(3) 非可換調和解析と応用 

 

ここまでに紹介したフーリエ解析は, 可換群
上の調和解析と呼ばれる. その意味は, 時間
域における操作の順序を入れ換えることが
可能ということである . たとえば, )(tf に
対する )( ptf  は時間を p だけ進める操作
を受けた信号であるが, まず p だけ時間を
進め, さらに q だけ進めるというように操作
を積み重ねると結果は )( qptf  となる.

先に q だけ, つぎに p だけ進めるというよ
う に 手 順 を 入 れ 替 え て も , 結 果 は

)( pqtf  で 変 わ ら な い . こ れ は
pqqp  という時間域での加法演算の

可換性による. しかしながら, 現実世界の多
くの操作は手順を入れ換えると結果は異な
ってしまう. たとえば, 玩具ルービック・キ
ューブは 3 次元空間における複数の回転操
作は手順の前後入れ換えに影響を受けるこ
とを教えてくれる. 時間域が非可換の場合に
も対応する調和解析が数学において研究さ
れてきている. この場合, いままで述べてき
た時間 t の和は, 非可換な群(演算で閉じた体
系)における t の演算（積）に変更される. ま
た, 周波数 k の各々は, 群の「既約表現」と
呼ばれるものの各々に対応するようになる. 

フーリエ係数 )(ka はもはや単純な数ではな
く, 正方行列に値をとる. 

Diaconis は 1988 年に,  n 個の対象の順列
（置換）のなす群（ n 次対称群 nS という）
上の確率分布の解析に非可換調和解析を応



用することを提案している. また, 2009 年, 

Kondor, Shervashidze, Borgwardt は, 化学
構 造 式 デ ー タ ベ ー ス の 構 築 に 有 用 な
「Graphlet Spectrum」を同じく nS 上の調
和解析の応用として提案している. 化学構造
式検索においては, 特定の分子の結合したパ
ターンを部分構造にもつ構造式の検索が重
要となる. このとき, 各構造式を「頂点」が
「辺」によって結合された対象, いわゆる「グ
ラフ」と見立て, 検索語は「部分グラフ」を
指定することになる. このとき, 形として同
じグラフが, 頂点への番号（ラベル）の付け
方によって異なったものにみえる（同じ形な
のに検索ヒットしない）ことが問題となる. 

たとえば四角形ABCDに対角線ACを書き加
えたものと,  四角形 ABCD に対角線 BD を
書き加えたものは, グラフとして同型である
にも関わらず, 計算機上で辺を頂点ラベルの
ペアとして記憶すると両者は計算機にとっ
て異なったものに見えてしまう. Kondor ら
は非可換調和解析の巧妙な応用によって, ラ
ベルの貼り換えに対し安定なグラフ特徴量 
Graphlet Spectrum を導出している. 

 

２．研究の目的 

 

操作手順は多くの場合入れ換えると結果が
異なるという意味で非可換な対象である. そ
れでは, 未知の操作の連鎖があり, その結果
の部分的な（できれば少数個の）例の観測に
よって, この隠れた手順を推定（学習）する
こと, あるいは手順についての部分情報（特
徴）を抽出することは可能なのか？という問
いが生じる. 

 

前節(2)において, 可換調和解析を応用し, 少
ない個数の t における )(tf の抜き取り検査
(観測)から, )(tf の未知入力に対する応答を
予測する既存研究を紹介した. 一方, 前節(2)

において, 非可換調和解析を nS 上の確率分
布の解析, あるいはラベルの貼り換えに対し
安定なグラフ特徴量の導出に応用した例を
紹介した.  

 

本研究の目的は, 隠れた手順の学習あるいは
特徴の抽出の方法を, 非可換調和解析の応用
で与えること、あるいはそのようなことはそ
もそもどの位の度合いで可能なのかの限界
を探究することである.  

 

３．研究の方法 

 

前述の第１節, (2)の可換調和解析による効率
的学習手法と同(3)の非可換調和解析による
手法を融合することで , 非可換な対象の学
習・特徴抽出手法を導出することを基本路線
とした. しかしながら, 第１節, (2)で紹介し

た手法の細かい各段階ひとつひとつをとっ
ても, それを第１節(3)の非可換調和解析の
枠組みに移植することは自明な作業ではな
い. そこで, もっとも易しいと思われる非可
換群から始め, 可換群上の調和解析を応用し
た信号処理の基本手法を非可換群上に移植
していくというアプローチをとった. 具体的
な研究の推進方法は, 数式の観察による処理
方式の予想, 予想した方式に基づく計算機プ
ログラム, 可能な場合はその理論的裏付け
（正しさを証明する）である. また, 非可換
な手順の, 調和解析とはまた違った代数的取
扱いについても研究を行った. 

 
４．研究成果 
 
前節の研究方法により研究を遂行, 非可換
群上の信号の調和解析による特徴抽出手法, 
あるいは手順の代数的取扱い手法, につい
ていくつかの結果を得た. 以下において 
[J1] [P1] 等は, 次節で記述する発表論文等
のラベルである. 
 
(1) 二面体群上の信号のフィルタ処理  

 
信号 )(tf を周波数領域で操作するには, 
フーリエ変換を行い, )(ka を得て, そ
れに必要な加工を行い(たとえば, 音声信
号の高音を除去したければ, 0 から遠い
k に対して 0)( ka とゼロ化する), フ
ーリエ逆変換で戻せばよい. この方法は
計算量がかさむため, 時間域が可換であ
る通常の信号処理では, 調和解析におけ
る「畳み込み演算」に基づき, 間接的に

)(ka を加工する. これは, 通常フィル
タ処理と呼ばれる. 非可換調和解析にお
いても「畳み込み演算」)が )(ka の加工
に利用できる基本定理はある. しかし,満
足な精度で )(ka を加工するのに必要な
「畳み込みの点数」が非可換の場合は明
らかでない. 非可換群のうち非常に可換
群に近い二面体群に対して, 可換の場
合からの類推でフィルタ処理を定義, 
その結果,可換の場合の 3 点の畳み込み
点数を必要とする低域通過フィルタ処
理に対し, 非可換の場合は 2 倍の点数
である 6点で, ほぼ同等の )(ka の精度
を確保することが明らかとなった[P4]. 
 

(2) ランダム指数和の絶対値の評価 
 

仮に(1)のフィルタ処理を応用して、二面
体群上で第 1 節(2)で紹介した Gilbert 
らの疎フーリエ表現アルゴリズムの類事
物を構築しようとする場合, どれだけの
個数の t に対する )(tf の抜き取り検査で
主要フーリエ係数の近似が可能になるか



を見積もる必要がある. そのため, 無作
為に選んだ複数の t に対する複素指数関
数の値の平均の絶対値を考察し, 個数に
関して指数関数的に減少する上界を示し
ている [J1]. 
 

(3) 論理関数の形の学習 
 
対象は非可換群ではないが, 第 1 節(2)
で紹介した未知論理関数の学習が関数値
の予測を目指すものであったのに対し, 
関数の形（演算手順）をフーリエ係数

)(ka から推定する手法を研究した. 1つ
の変数が演算に最大 1 度のみ用いられる
積和標準形という限定された場合におい
て, フーリエ係数実験積算値の一部（1

次フーリエ係数と 2 次フーリエ係数）か
ら, ある誤り確率上界をもって関数形の
推定が可能であることを示している[P3]. 

 
(4) 3 次元回転群上の信号に対する補間処理 

 
xyz空間に直方体を置き, z軸まわりに左
回り 90度の回転を行った後に y軸まわり
に左回り 90 度の回転を行ったものと, 
先に y軸まわりに左回り 90度の回転その
後 z軸まわりに左回り 90度の回転を行っ
たものを比較すると互いに異なる. これ
は 3次元の回転操作の作る群が非可換で
あることを示している. このような群の
上の信号処理は, 将来の応用としてたと
えば 3 次元空間での剛体運動の効率的符
号化や学習をもつと考えられる. 可換群
を時間域とする通常の信号処理での重要
な技術の一つに補間法がある; 元の連続
的な時間に対する信号 )(tf に対し

1,,2,1,0  nt  といった離散時刻で
)(tf を記録して必要な処理を計算機で

行うのがディジタル信号処理であるが, 

仮に後になって ,5.2,5.1,5.0t  と
いった半整数値における )(tf の値が必
要になったときには（その )(tf の値は記
録に残っていないため）整数値における

)(tf の情報のみを用いて半整数値にお
ける値を補間する必要がある. 滑らかな
補間値を得る方法の一つとして , )(tf
は高い周波数のフーリエ係数が 0 かそれ
に近いと仮定し , 半整数値における

)(tf の値を 0 とおいて信号点数 n2 の
フーリエ変換を行い, フーリエ係数の高
周波に相当する部分をゼロ化してフーリ
エ逆変換を行う手法がある(ただし, 実際
は演算量削減のために同じ効果を持つ処
理を補間フィルタとよぶフィルタの畳み
込み演算で行う). これに相当する処理を, 

3次元回転群上の信号に対して構成した. 
3 次元回転群におけるフーリエ変換に相

当するものは, Wigner D 関数展開と呼ば
れるものになる. 通常の可換時間域補間
処理において ゼロ化すべきフーリエ係
数の周波数 k の範囲が, この場合はどこ
に相当するのか明らかではなかったが, 

数値実験を通じ, Wigner D 関数（3 つの
添え字をもつ）の第 1 添え字が大のとこ
ろに相当する係数をゼロ化することで滑
らかな補間結果を得られることを示した
[P2]. ただし, この処理をより効率的な
畳み込みで行うところまでは至っていな
い. 
 

(5) n 次対称群上の関数のラベル依存尺度の
提案 
 

n,,2,1  と番号のついた n 個の対象の
並べ替え操作を置換という. 操作の連接
を積として, 置換は群を作り, それを n
次対称群 nS と呼ぶ. nS 上のフーリエ
変換が定義されており, 第 1 節 (3) 最後
に述べた通り Kondor らはそれを利用
して, グラフに対するラベルの貼り換え
に対し安定なグラフ特徴量 Graphlet 

Spectrum を導出した. n 次対称群上の
関数に対しても, それがラベルの貼り換
えに対してどれだけ対称か（公平か）と
いう尺度は重要と考えられる; たとえば, 
阿弥陀くじを考える. 阿弥陀くじの縦線
に n,,2,1  とラベルを貼ったとすると, 

横棒を無作為に平等に引いたとしても, 

左端と右端の線が端で特別であるという
ことにより, 得られる置換の分布は若干
いびつであることが予想される. すなわ
ち, 1 と 2/n  (中央)のラベルをもし交
換したとすると, できる置換の分布は変
かすると考えられる. ここで, 阿弥陀く
じを筒状にして, 本来の右端と左端の縦
線の間にも横棒を引くことを許したとす
ると, 前述のいびつの度合いが少し軽減
されることが期待できるが, それではあ
る置換の分布のラベル貼り換えに対する
安定度をどのように定義すればよいのだ
ろうかという問いが生じる. この疑問に
答えるため, nS 上の関数のラベル依存
尺度を提案した. 提案法は以下の通り . 

第 1 節(3)で述べたとおり, フーリエ係
数は行列の値をもつ. その対角成分の総
和（トレース）を指標関数という. 指標
関数は, ラベルの貼り換えに関して影響
を受けない関数であることが知られてい
る. 一方, ラベル貼り換えに関して不変
な任意の関数は, 指標関数の重ね合わせ
で表され, その重ね合わせの係数は原関
数と指標関数の内積で計算できることが
知られている. すると, nS 上の任意の
関数 )(tf に対し, その指標関数の空間



への正射影（ラベル不変成分）が定義で
きる. このラベル不変成分をもし )(tF
とすれば, )()( tFtf  はラベル依存成
分と考えることができる . そして , 

)()( tFtf  の関数としての大きさ（ノ
ルム）の )(tf のノルムに占める割合をも
って, )(tf のラベル依存度と定義する. 

この尺度は指標関数との内積から計算で
きるため, )(tf の限られた個数の抜き
取り検査値から, （相応の精度で近似的
に）計算することができる [P1]. 
この尺度は, ラベル貼り換えに関して完
全に安定な関数について 0 （そして指標
関数の空間の直交補空間に属する関数に
ついて 1）の値をとる尺度であるが, 数
値実験で, 筒状阿弥陀くじは通常の端が
ある阿弥陀くじに比べ, 同一横棒本数で
はラベル依存度がより小さくなる傾向が
あることを観測している. 
 

(6) Max-Plus 代数による手順整理 
 
非可換調和解析の枠組みから若干逸脱す
るが, 複数タスクの連接からなるプロジ
ェクトの進捗管理手法に Max-Plus 代数
と呼ばれる代数構造 (通常の Max 演算
を和演算ととらえ, 和演算を積演算と捉
えて, 行列代数を考える)の応用を研究, 
複数プロジェクトの場合の時間バッファ
の管理手法[J3], 時間バッファの消費の
監視手法 [J2] をそれぞれ提案してい
る. 

 
以上, 非可換調和解析あるいはその周辺に
おいて, 隠れ手順の抽出に必要になると思
われるいくつかの手法を提案した. ただし, 
率直に述べれば, これらの研究結果は隠れ
手順抽出という 100歩先の目標に対する 1歩
または 2歩の歩みであり, 今後はより焦点を
絞った着実な研究を根気良く行う必要があ
ると考えられる. 
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