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研究成果の概要（和文）：区分交換写像の全体が写像の合成に関してなす群をＩＥＴと記す。

ギラデルとダマニとの共同研究で、ＩＥＴの部分群でリー群と同型なものは可換であることを

示した。次に、タイヒミュラー空間上の「フンク距離」について多くの興味深い結果を得た。

フンク距離とは古典的には平面の凸領域に対して定義されていたが、タイヒミュラー空間のフ

ンク距離が、ユークリッド空間の場合と著しくことなることを示した。 
 
研究成果の概要（英文）： 
I studied the group of interval exchange transformations, IET. In a joint work with 
Guirardel and Dahmani, we proved many new results including that any subgroup in IET that 
is isomorphic to a Lie group is abelian. This is an unexpected result.  
 
I also studied the Funk metric on Teichmuller space, and obtained a number of interesting 
results. My study shows that the Funk metric on Teichmuller space is very different from 
the original Funk metric for a convex domain in a Euclidean space, and opened a new 
direction of the study on the Funk metric on a space which has negative curvature. 
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１．研究開始当初の背景 
幾何学的群論にまつわる萌芽的な三つの課
題に取り組むことを研究の目的とした。具体
的には１．有限生成無限群の外部自己同型群
にフィンスラー幾何の立場から取り組むこ
と。２．斎藤恭司氏によるリミットエレメン
トについて研究すること。３．区分交換群で
ある。研究開始当初の背景について以下でそ
れぞれ述べる。 
 
課題１については、いくつかのアプローチが

知られていた。フィンスラー幾何の観点では
タイヒミュラー距離に関する研究成果があ
る。課題２については、斉藤恭司氏が一連の
研究の中でリミットエレメントを定義し研
究したが、ほかの関連研究はほとんどなかっ
た。斉藤氏自身も論文中で指摘しているが、
双曲群の理論、オートマチック群の理論との
関連があるように見て取れていた。この方向
では、Ｅｐｓｔｅｉｎがその共同研究者と群
にまつわるある種の級数の有理性について
よい結果を得ていた。課題３については、個
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別の区間交換写像については、多くの研究が
あるが、それらすべてが写像の合成に関して
なす群についての研究はほとんどなかった。 
 
 
２．研究の目的 
研究の目的について、１で述べた三つの課題
について、それぞれ述べる。まず、課題１に
ついては、曲面の写像類群と自由群の外部自
己同系群について調べることを目的とした。
特に写像類群については、山田澄夫氏が定義
したタイヒミュラー空間上のフンク距離に
ついて研究する。 
 
課題２については、まずは斉藤氏の確立した
理論を理解し、それを幾何学的群論の手法で
理解、検討する。その上で幾つかの問題を解
決し、加えて理論に新しい要素を付け加える。 
 
課題３についても、幾何学的群論の立場から
取り組む。特に区間交換群の部分群の構造に
ついて研究する。 
 
３．研究の方法 
課題１については自由群と曲面群の場合に
まず検討するが、特に写像類群を優先する。
フンク距離の挙動について、非正曲率空間の
研究において有効であった、「ランク１」と
いう概念を使う。それにまつわり、フンク距
離に関する最短点射影の振る舞いを調べる。 
 
課題２については、オートマチック群の理論
を適用する。特に斉藤氏が提出しているリミ
ットエレメントの有限性について検討する。
また代表者とＣａｌｅｇａｒｉ氏の共同研
究で得た双曲群のエルゴード理論に関する
知見を応用する。計算機実験によって、いく
つかの具体的な群についてリミットエレメ
ントについての知見を得たい。 
 
課題３についても、幾何学的群論の手法を使
う。それによって部分群の構造、特に可換群、
冪零群、可解群について調べる。計算機実験
を行う。特に２元で生成される部分群につい
て調べる。 
 
 
４．研究成果 
課題１については写像類群、すなわち曲面群
の外部自己同型群について良い結果を得た。
具体的にはタイヒミュラー空間上のＦｕｎ
ｋ距離について写像類群にまつわる新しい
知見を得て、論文（３）として発表した。こ
れは今後フィンスラー幾何での成果を出す
ことにつながる。この論文では擬アノソフ写
像の軸（不変な測地線）の上でフンク距離が
どのように振舞うかについて、大域的によい

評価を得た。そこでは、代表者とＢｅｓｔｖ
ｉｎａの以前の共同研究での知見が役に立
った。さらに、この成果と手法は、これらが
空間の負曲率性によるものであることを強
く示唆していて、今後の研究の指針を立てる
上で有意義である。また、ここで扱ったフン
ク距離と類似の距離について適用できる部
分があり、今後の研究につながる。 
 
より詳しく述べると、フンク距離は古典的に
はユークリッド平面の凸な図形に対して定
義されるものであるが、山田澄夫氏が、その
定義のタイヒミュラー空間への自然な拡張
を得た。本研究では、その距離の基本的な性
質について調べ、タイヒミュラー空間のフン
ク距離が、ユークリッド空間の場合と著しく
ことなることを示した。たとえば、タイヒミ
ュラー空間に作用する群として写像類群が
あるが、写像類群の作用はフンク距離を保つ
ことは、定義から直ちに分かる。写像類群の
擬アノソフ写像は不変な測地線を持つが、本
研究では、その測地線上でのフンク距離の振
る舞いの大域的な性質を得るために、リーマ
ン幾何において知られていた幾つかの手法
を適用した。 
 

課題２について述べる。斉藤恭司氏は有限

生成群のポアンカレ級数について独自の観

点から研究し、リミットエレメントという概

念を得ている。本研究では、それについて、

主にオートマチック群の手法を使って研究

し、代表者が以前行ったカルガリ氏との共同

研究との関連を見出した。これは双曲群にお

いて斉藤氏の理論を適用する上で重要な知

見になると思われる。 
 
より詳しく述べる。エルゴード理論と解析的
組み合わせ論との関連を見出した。これは双
曲群とオートマチック群の成果の上に成り
立つ、微妙な結果で大変興味深い。その視点
に立つと、グラフの自己同型の双曲性がカギ
になることが分かった。これは今後の成果に
つながる見込みである。一方、計算機実験は
期間中に出来なかった。ここまでに得た理論
的な成果から、計算機実験を行うべき対象は
絞られたので、今後それを実行し、理論と合
わせてよい成果を導ける可能性がある。 
 
課題３について述べる。単位区間を有限個の
区間に分割して、その順序を入れ替えて再び
単位区間にする写像を、「区分交換写像」と
呼ぶ。正確には、各区間の左側は閉じていて
右側は開いているものだけを考える。区分交
換写像は基本的な研究対象であり、いままで
に多くの研究がある。区分交換写像の全体が
写像の合成に関してなす群をＩＥＴと記す。 
 



ギラデルとダマニとの共同研究で、ＩＥＴに
ついて多くの新しい結果を得た。この研究の
新しい視点は、区分交換写像全体がなす群構
造を研究対象にしたことである。従来は、一
つ一つに写像についての研究がほとんどで
あった。ＩＥＴに関しては基本的な問題で未
解決なものも多く、たとえばこの群が自由群
を部分群として含むかは知られていない。こ
の問題に関連して、共同研究ではＩＥＴの部
分群でリー群と同型なものは可換であるこ
とを示した。その証明のために、各区分交換
群に対して、「ミニマルモデル」という自然
な幾何学的対象物を定義した。 
 
この成果はＩＥＴに関する専門家の予見を
覆すもので、国際的に高く評価された。論文
は投稿中である。この結果を得るためには計
算機による実験を多用した。そこで得た知見
を理論的に検討し、それに加えてリー群に関
するいくつかの既知の定理を組み合わせる
ことで結論を得た。この結果は、今後の研究
のいくつかの方向性を示唆していて、いくつ
か別の研究も誘発している。 
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