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研究成果の概要（和文）：物質のもつ性質を、そのミクロな構造と物性の関係をあきらかにすることにより研究するこ
とは、物性物理におけるもっとも基本的な課題である。周期的な結晶構造をもつ物質に関しては、局所的なデータから
大域的な構造が記述できるため、原理的には詳細な物性を計算することができる。しかし様々な物理的な理由により、
周期性が壊れた場合に物性がどのように変化するかは難しい課題である。これに非可換幾何学の手法で挑戦し、準周期
構造や、磁場のある場合、境界のある場合などに対して、数学的な手法を確立した。

研究成果の概要（英文）：One of the fundamental questions of solid state physics is to understand 
relations between microscopic structures and macroscopic properties of matter. One can computer 
properties in principle if the matter assumes periodic structure. It however often happens that periodic 
structures are broken under various physical environment such as with impieties, magnetic fields, 
boundaries. In this project we challenge to establish a new mathematical approach to those problems by 
using non-commutative geometry.

研究分野： 幾何学、離散幾何解析学
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１．研究開始当初の背景 
 
申請者は「幾何学と確率論」の関わりに興味
を持ち、平成１６年〜１９年基盤研究 B「離
散群の作用する無限グラフのスペクトル解
析とグロモフ・ハウスドルフ収束」、平成１
７年度〜１９年度萌芽研究「超準解析による
極限定理の幾何学的解釈」、平成２０年度〜
の「ランダム性を通してみる離散空間の幾何
学」などを遂行することで、離散幾何解析学
の研究を進めてきた。 
 
全体を通じての申請者の問題意識は、離散空
間に的確な連続モデルを与えることである。
離散空間の幾何構造を反映する連続モデル
を用いることで、離散空間の隠れた構造を見
出し、離散的な力学系の長時間挙動や、空間
の大域的な性質を幾何的視点から研究して
きた。 
 
更に、平成20年度〜CREST研究においては、
離散ネットワークを物質のミクロ構造と考
え、そのスケール変換極限が記述するマクロ
現象に対して、ミクロな幾何構造がどのよう
な影響を与えるかを考察することで、数学に
よる材料開発への挑戦を行っている。 
 
一方、これらの研究を通じて、物性物理の問
題に触れる機会を持ち、それに触発された幾
何学の問題意識が新たに芽生えた。このよう
な経緯から本申請にいたった。 
 
２．研究の目的 
 
申請者はこれまで、離散ネットワークを物質
のミクロ構造と考え、特に周期性を持つ場合
に、ミクロな幾何構造がマクロ現象に対して、
どのような影響を与えるかを離散幾何解析
学を用いて研究してきた。準周期構造や格子
欠陥や不純物が混じるような場合に拡張す
る、もしくは磁場やスピンの影響を考慮する
などの場合には、これまでの研究の鍵であっ
た可換性を仮定することができない。本研究
の目的は、このような物性物理に端を発した
諸問題を、非可換幾何学の枠組みで理解し、
適切な数理モデルを提案することである。 
また、そのことにより、ともすれば抽象的に
なりがちな非可換幾何学を具体化し、深化す
ることを目指す。 
 
３．研究の方法 
 
結晶のミクロ構造の単純化した数理モデル
として、周期性をもつ無限グラフを考え、こ
れを結晶格子という。結晶格子およびその上
のランダム・ウォークに関する申請者のこれ
までの研究では、周期構造と作用素の可換性
が重要であった。これを物性物理に発する非
可換な設定に、非可換幾何学の手法を用いて
以下の課題に拡張する。 

 
・分数量子ホール効果と非可換統計 
・準結晶と結晶の統一的取り扱いと代数幾何
学 
・格子欠陥と曲率・トーションの取り扱い 
 
ワーキングセミナー、海外の研究者との情報
交換を密に行、最終年には国際研究集会を開
催する。 
 
４．研究成果 
 
物性物理に発する非可換幾何学モデルにつ
いて、研究協力者として赤間陽二、小田忠雄
とともに研究を実施した。成果は以下のとお
りである。 
  
 本課題では、結晶のミクロ構造の数理モデ
ルとして、周期性をもつ無限グラフ「結晶格
子」を考え、物性物理における現象から生じ
る非可換性（例えば、磁性、欠陥、不純物な
ど）を、非可換幾何学の枠組みで理解するこ
とを目的とした。 
特に、分数量子ホール効果、準結晶、格子欠
陥について考察し、新しい数学の手法を開発
することとした。 
平成２３年度は赤間氏を京都大学に派遣、近
藤氏、能川氏、米国・ジョージア工科大学の
Bellissard 氏、 フランス・パリ大学の De 
Nittis 氏 イスラエル・ワイズマン研究所
Smilansky 氏を東北大に招へいし、研究討論
を行った。 
また、ドイツ・ビレフェルド大学のBaake氏、
イギリス・ケンブリッジ大学の時枝氏を訪問
し研究情報交換を行った。 
準結晶に関して、小田忠雄が結晶格子との統
一的な取扱いが可能なモデルを代数幾何学
の手法で確立し、論文として発表した。 
 平成２４年度は分数量子ホール効果に対す
る理解を深めるため、東北大学平山氏、川勝
氏との定期的な勉強会を実施した。また、米
国・ジョージア工科大学の Bellissard 氏、 
Parada 氏、米国・テキサス大学の Radin 氏を
招へいし、disorder 系の非可換幾何学による
統一的なモデルに関する国際研究集会を開
催した、特に金属ガラスのような一見ランダ
ムに見える構造から短距離・中距離の秩序を
取り出す数学的アプローチについて、有益な
示唆を得た。 
平成２５年度は、物性物理の中心的話題の量
子スピンホール効果について研究をおこな
った。量子ホール効果を非可換幾何学を用い
て定式化した Bellissard 氏の有名な結果を
ス ピ ン に 拡 張 す る 方 針 を 立 て 、
Schulz-Baldes 氏, Prodan 氏, 古田氏、森吉
氏、村上氏を招へいし国際研究集会を開催し
た。ランダムポテンシャルを持つ場合のバル
クーエッジ対応を非可換幾何の枠組みで確
立し論文として発表した。 
平成２６年度は、更にこれらの研究を進め、



窪田氏、佐藤氏、林氏、古田氏、松尾氏とと
もに定期的な勉強会を開催し、バルクーエッ
ジ対応が成立する背景にあるギャップ指数
という概念を提示し、非常に一般的な枠組み
で説明する理論をＫ理論をもちいて確立す
る事に成功した。 
また、内藤氏、田上氏とともに、カーボンネ
ットワークの曲率を定義し、３重周期をもつ
離散的極小曲面安定構造の分類およびその
伝導性を調べ、論文として発表した。 
赤間氏は準結晶の配置をタイリングの測度
論的力学系を用いて考察し発表した。 
 
 研究期間を通じて、物性物理の研究者と情
報交換を行い、彼らの中心的課題について数
学の理論を提案し理解を深めたこと、更にそ
れらを論文として発表できたこと、第一人者
を世界各国から招へいし国際研究集会を開
催し有益な情報交換をできたことなど、挑戦
的萌芽に相応しい実績をあげることができ
た。 
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