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研究成果の概要（和文）：本研究の幾何学的対象は，代数方程式，複素解析関数，微分方程式など，さまざまなかたち
で与えられる．曲面の離散データからガウス曲率，平均曲率など微分幾何学的な不変量の，よい近似値を計算する手法
を考察した．実際の幾何学模型の制作にあたっては，曲面の法線方向のデータを各点に加味することが有効であること
が分かったので，このような手法を技術的に確立することを研究した．三次曲面上の27本の直線，負の定曲率曲面など
，離散データを経由してアルミニウム製の精度の高い３次元の実体模型を制作した．離散データから模型制作までのイ
ンタフェースを構築するためのステップについて，一定の成果を得る事ができた．

研究成果の概要（英文）：Geometric objects of present research are given in various forms such as algebraic
 equations, complex analytic functions and differential equations. Starting from discrete data of surfaces
 we investigated a method to compute optimal values of invariants in differential geometry such as Gauss c
urvature and mean curvature. In the process of constructing geometric models it turns out that it is effic
ient to include information about normal direction at each point and we established techniques to construc
t models based on such enhanced data. We succeeded in constructing models of 27 lines on a cubic surface a
nd a surface of constant negative curvature made of aluminum with high accuracy. We obtained a satisfactor
y procedure to establish an interface for constructing models from discrete data.
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１．研究開始当初の背景 
さまざまな幾何学的対象について，離散デー
タから出発して，実体模型を制作することは，
近年 3D プリンターの普及などによって，一
般的に行なわれるようになった．しかしなが
ら，より精度の高い模型を制作するために，
金属を削る工法を採用するためには，離散デ
ータの扱いについて，さらに基礎的な研究を
すすめる必要がある．また，離散データから，
曲率などの幾何学的不変量を抽出すること
も重要な課題である． 
 
２．研究の目的 
本研究の幾何学的対象は，代数方程式，超越
関数によるパラメーター表示，複素解析関数，
微分方程式など，さまざまなかたちで与えら
れる．このようなインプットから，実際に幾
何学模型を制作するためには，幾何学的対象
を離散データ化して，工学で用いられる適切
なファイル形式に変換する必要がある．まず，
幾何学的な対象から，どのようにして適切に
離散データを抽出できるかについて研究し
た．工学で用いられるファイル形式には STL
ファイルなどがあり，3D プリンターなどで
も広く用いられている．本研究では，アルミ
ニウムなど金属を削ることにより，3D プリ
ンターなどよりも精度の高い幾何学模型の
制作をめざし，このような目的に適した離散
データの扱いについての基礎研究を行なう
ことを目的とした． 
 
３．研究の方法 
また曲面の離散データからガウス曲率，平均
曲率など微分幾何学的な不変量の，よい近似
値を計算する手法を考察し，このような不変
量の計算の手法についての成果を得た．実際
の幾何学模型の制作にあたっては，曲面の座
標を表す離散データのみならず，曲面の法線
方向のデータを各点に加味することが，金属
を削る行程において有効であることに基づ
き，このような手法を技術的に確立すること
を研究した． 
 
４．研究成果 
数理科学研究科では，19 世紀末から 20 世紀
はじめにかけてドイツで制作された石膏の
幾何学模型を所蔵しているが，これらの模型
について，数式から離散データを作成して，
アルミニウムなどの素材によって，実際に模
型を制作するための基礎的な手法を確立し
た，これを用いて，負の定曲率曲面をヤマダ
精機と共同で制作し，数理科学研究科に展示
した．下の写真が，この本研究によって制作
された負の定曲率曲面の模型である． 
クレブッシュ面とよばれる 3次曲面の模型で
あり，4 次元実射影空間の斉次座標を用いて
1 次と 3 次の斉次式で定義される．これは 3
つの穴のあいた種数 3の曲面である．この曲
面の特徴は，ちょうど 27 本の直線が曲面上
にのっていることである． 

 クレブッシュ曲面について，代数方程式の
解から離散データを抽出して，やはり，ヤマ
ダ精機と共同で，アルミニウム製の模型を制
作した．クレブッシュ曲面上には 27 本の直
線が存在することが知られているが，本研究
では，この 27本の直線の配置を詳しく調べ，
アルミニウム製の三次曲面の模型によって，
加工によって 27 本の直線を表示することに
成功した．この加工をほどこした模型が下の
写真に示した模型である． 
 

          

    負の定曲率曲面と三次曲面の模型 

  
 また，このような実体模型の制作のための
基礎技術の研究に加えて，離散幾何学，離散
群論についての研究を行ない，特に組みひも
群，写像類群の表現についての成果，および
多様体の微分同相群の交換子群についての
結果を得た．とくに，組みひも群の量子表現
とホモロジー表現の関係についての新しい
関係を見いだすことができた． 
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