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研究成果の概要（和文）：本研究では，球面上の関数を多項式で近似して積分する際に，被積分多項式が2次以下のと
きに，2つの同心球面上で，Φp-最適となる球面デザインの満たすべき点配置について，球面の半径比と各球面上の点
配置を明らかにした．本研究成果は，2012年7月のism-APRMをはじめとして様々な国際会議などで発表し，国際的な統
計雑誌Sankhyaをはじめとするさまざまな国際誌に掲載された．
また，t-mutually orthogonal t-designs (t-MOD)という複素数体上のデザインの族を導入し最適t-MODの球面デザイン
としての性質および量子ジャンプ符号との同値性を見出した．

研究成果の概要（英文）： When we integrate some polynomial function on a n-dimensional sphere, if the inte
grand polynomial is at most degree 2, we clarified the condition on an optimal Euclidean design with two c
oncentric spheres. Conditions on an optimal Euclidean design is given by (i) the ratio the radius of two s
pheres, (ii) the number of points chosen from each sphere and (iii) the configuration of points for each c
oncentric sphere. We obtained such conditions that a cubature formula is optimal and gave constructions of
 Euclidean designs which satisfy the conditions. These results were accepted as papers for Sankha Indian J
ournal of Statistics, etc.
 Moreover, we introduced a notion of mutually orthogonal t-designs (t-MOD) over
the complex number field. We examined some conditions for a t-MOD to be  optimal. And we find that t-MOD i
s equivalent to a quantum jump code.
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１． 研究開始当初の背景 
求積公式（Cubature formula, 以下 CFと
称する）は，多変数関数の積分値を近似的に
求めるために多次元空間から有限個の点を
選び，それらの点における関数値の重みつき
平均値によって所望の積分値を近似する公
式である．少ない近似点からなる CFを具体
的に構成する問題は様々な分野に応用でき
る基本的な問題である．この問題は，1 変数
や 2変数の場合は，古くから調べられてきた
が，3 変数以上の場合においては，まだ十分
に研究が進展している状況とは言えない．代
数的組合せ論の分野でも球面デザイン
(spherical design)の名で同様の研究が独立
になされており，両分野で，これまで独自の 
発展を遂げてきた球面点配置の研究は，ここ
数年，互いの研究交流が始まって発展を遂げ
てきた． 
一方，実験計画法の分野では，rotatable 

design と呼ばれる研究分野が古くからあり，
反応曲面が多項式であり，それに誤差が加わ
って観測値が得られるとき，観測値の数Nが
与えられた場合に多項式の係数を精度良く
推定するために観測点をどのように配置す
ればよいかが問題となる．しかし，n次元の 
球面上の rotatable designは古くから指摘さ
れている問題であるにも関わらず，あまり研
究が進んでおらず，上記の求積公式，代数的
組合せ論の分野の研究者との交流もさほど
行われていない．求積公式のモデルには，誤
差が含まれていないが，誤差を導入した確率
モデルは，実用上有用であり，その上で，積
分値の推定誤差あるいは多項式の係数の推
定誤差を小さくするという意味で“最適な” 
球面デザインを見出す研究は理論的にも応
用上も興味深い．  
球面デザインの点配置の最適性をはかる
もう一つの尺度が物理的な観点から得られ
ており，球面状にプラスの電荷をもつ n個の
粒子を配置した際に，互いの反発力(クーロン
力)によるエネルギーを 2 つの粒子の距離の
（2 乗の）関数として，エネルギーの総和が
最小となる点配置を最適球面デザインと呼
んでいる． 
上記の物理的観点からのエネルギーの最
小化と統計的観点からの推定値の分散の最
小化問題には，符号の最小距離と直交配列の
強さの関係と同様の双対性をもつ数理構造
が内在していると思われる． 
これらの関係についての研究は，まだなさ
れていないと思われる萌芽的研究である． 
 
２． 研究の目的 
本研究では，誤差を導入した球面上の反応
曲面のモデルを対象として，（１）2つの最適
化問題の双対構造に焦点を当てて，双対性を
明らかにするとともに，（２）双方の観点か
ら球面デザインの点の数に関する下限界式
の改良を試みたい．また，（３）与えられた
点の数に対して，最適な点配置の構造を明ら

かにし，そのような点配置を一般的に構成す
る手法を見出したい． 
本研究の進展により，モデルに誤差が含ま
れる場合の球面上の反応曲面の最適な推定
値を求め，さらに，それにより数値積分の計
算精度を高めるような点配置を構成するこ
とにより，実際の統計解析や数値計算に有用
な成果が得られると期待される． 
 
３． 研究の方法 
本研究は研究代表者と分担者澤，間瀬の 3
名に 2 名程度の大学院生を加えて実施した． 
H23 年度は，（１）まず，n次元球面上の点配
置の統計的最適性と数値積分における求積
公式の関係を明らかにし，被積分関数が２次
以下の多項式の場合に２つの同心球面から
なる最適ユークリディアンデザインにおけ
る最適な半径比および，各球面上の点の数，
さらに各球面上での最適な点配置を求めた．
この研究は，H24, 25 年度も継続して行われ
た．また，球面上の被積分関数に誤差が含ま
れる場合に，球面上の Markov random field
モデルを構築し，そのモデルのもとでの球面
積分の推定値の最適性基準を与え，その基準
のもとで，最適球面デザインを構成する組合
せ論的あるいは代数的構成法を与える試み
を行った． 
H24, 5 年度は，複素球面上での最適点配置 
の問題にも触れ，t-デザインあるいはそれら
の族の概念を複素球面上に拡張し，
t-mutually orthogonal designs(t-MOD)とい
う概念を導入した．本概念は，物理的最適配
置の複素球面上へのある種の拡張と見なせ
ると思われる．この概念を満たす最適配置の
構成問題および，その物理的最適性と実験計
画における最適配置の関連について研究を
行った． 
 
４． 研究成果 
本研究では，下記の研究成果を得た． 
（１）球面上の関数を多項式で近似して積分
する際に，被積分多項式の次数がある値以下
の場合に，実際に球面上で積分する代わりに，
有限個の観測点の関数値の重み付和として
積分を表現することができることが知られ
ている．また，被積分関数が回転不変な性質
を持つ場合に，ｎ次元空間全体で積分する代
わりに，複数個の同心球面上の観測点での関
数値の重み付和として積分を表現できるこ
とも知られている． 
本研究では，ユークリディアンデザインの
統計的最適性に注目し，被積分多項式が 2次
以下のときに，２つの同心球面上で，Φp-最
適となる球面デザインの満たすべき点配置
について，球面の半径比と，最適配置の場合
の各球面上の点の数，およびその点の数を持
つ最適な点配置を明らかにした．本研究成果
は，2012 年 7 月の ism-APRM をはじめとして
様々な国際会議，国内学会，研究集会で発表
し，国際的な統計雑誌 Sankhya The Indian 



Journal of Statistics に掲載された． 
（２）複素球面上の球面デザインについても
研究を行い，量子ジャンプ符号と同値な
t-mutually orthogonal t-designs (t-MOD)
という複素数体上のデザインが，ある意味で
最適な時には，それらを複素球面上に配置す
ることにより，それらの点の内積に注目する
と，内積の種類が少ない d-code 呼ばれる点
配置となっている例を見出した．これは，複
素球面上の配置のクーロン力による f-エネ
ルギーを最小化する組合せ構造と関係があ
ると思われるがその解明には至らなかった．
さらに，この問題は完全グラフの因子分解問
題の複素数体上への拡張とみなすこともで
き，その方向への一般化との関連も見出した．
これらの研究成果は現在，論文として，取り
まとめ中である．なお，当初の研究計画で物
理的観点からの球面上の電荷をもつ点のエ
ネルギー最小化の意味での最適点配置と上
記の球面上の求積公式に関する最適点配置
の関係の解明には至らなかった．これについ
ては今後の検討課題である． 
（３）球面上のデザインの問題は，様々な組
合せデザインの構造と深く関係しており，本
研究では，最適構造を持つ組合せデザインお
よび組合せ符号についても研究を行い，重み
が３，４の場合の最適な Conflict-avoiding 
code の構成法を広い範囲の符号長に対して
与えた． 
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